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Úvod

U£ebný text �Zbierka rie²ených príkladov k predmetu Logické systémy�, predstavuje

ucelený súbor teoretického základu a postupu rie²enia príkladov pre uvedený pred-

met, ktorý sa vyu£uje v prvom ro£níku na Fakulte elektrotechniky a informatiky,

Slovenskej technickej univerzity v Bratislave.Sú v ¬om obsiahnuté jednotlivé témy

predmetu �Logické systémy� zoradené pod©a náplne a harmonogramu samotných

predná²ok po£as semestra. Tento u£ebný text nemá by´ vnímaný ako predná²kový

materiál, £i sná¤ dokonca náhrada za predná²ky alebo samotné cvi£enia. Ide o

zbierku príkladov spolu so vzorovým rie²ením pre kaºdú skupinu úloh. Príklady

majú slúºi´ ako roz²írenie a obohatenie príkladov rie²ených po£as cvi£ení.

V prvej tretine skrípt sa nachádzajú najnutnej²ie teoretické princípy a základy vy-

brané z Booleovskej algebry potrebné pre nasledujúce témy v rámci semestra, ktoré

môºu napomôc´ k úspe²nému zvládnutiu závere£nej skú²ky z predmetu �Logické

systémy�. Ide predov²etkým o de�nície matematických pojmov a nástrojov pre opis

a manipuláciu s binárnymi £íslami (dátami).

Druhá £as´ dokumentu obsahuje u£ivo a príklady pokrývajúce teóriu, analýzu a

návrh kombina£ných logických obvodov pomocou základných nástrojov Booleovskej

algebry. Táto £as´ napríklad zah¯¬a aj návrh kombina£ných obvodov na tranzis-

torovej úrovni, t. j. na úrovni hardvérových spína£ov nanometrových rozmerov na

kremíkovom £ipe integrovaného obvodu.

Tretia a posledná £as´ návodu na cvi£enia sa zaoberá teoretickým základom potreb-

ným pre analýzu a návrh sekven£ných logických obvodov � kone£ných stavových

automatov. Táto £as´ je zárove¬ zhrnutím u£iva celého semestra, nako©ko prepája

a dáva do súvisu v²etky predtým získané poznatky, vedomosti a zru£nosti.
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Poznámka: Autori tohto dokumentu nemajú formálne matematické vzdelanie, preto

je moºné, ºe niektoré matematické názvy a vyjadrenia pouºité v tejto práci ne-

budú stopercentne korektné alebo v súlade s ich striktnou matematickou de�níciou.

Zamerali sme sa skôr na aplikáciu vybranej £asti matematiky v technickom svete.
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Prevod medzi £íselnými sústavami

Táto úvodná kapitola opisuje teoretický základ a postup prevodu £ísel medzi de-

siatkovou (dekadickou), dvojkovou (binárnou) a ²estnástkovou (hexadecimálnou)

£íselnou sústavou. V²etky tieto sústavy partia medzi pozi£né £íselné sústavy. Uve-

dené postupy konverzie £ísel medzi sústavami boli vybrané z viacerých moºných

prístupov a nemali by by´ povaºova´ za � jediné správne�.

Kaºdá pozi£ná £íselná sústava sa matematicky zapisuje v²eobecnou de�níciou vyja-

drenou v rovnici (1.1).

N∑
i=0

ai.z
i =

(
aN .z

N
)
+
(
aN−1.z

N−1
)
+ · · ·+

(
ai.z

i
)
+ · · ·+

(
a1.z

1
)
+
(
a0.z

0
)

a = {0, 1, . . . z − 1}

z ∈ N

(1.1)

kde

a � symbol £íslice (cifra)

z � základ £íselnej sústavy (2, 10, 16)

zi � váha £íslice

Slovný opis rovnice (1.1) pre desiatkovú sústavu by sa dal interpretova´ ako sú£et a0
jednotiek, a1 desiatok, a2 stoviek, a3 tisícok at¤. Pri£om základ sústavy je z = 10,

preto £íslice (a) môºu nadobúda´ hodnoty 0 aº 9. Váhy sú 100 = 1, 101 = 10,

102 = 100, 103 = 1000 at¤. Napríklad pre £íslo 3025 v desiatkovej sústave môºeme

poveda´, ºe ide o 3 tisícky, 0 stoviek, 2 desiatky a 5 jednotiek.
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Rovnaký postup vieme aplikova´ na ktorúko©vek £íselnú sústavu, ale hodnoty para-

metrov rovnice (1.1) sa budú javi´ menej priamo£iarej²ie. Opí²me si dvojkovú, resp.

binárnu sústavu. Základ £íselnej sústavy je z = 2. �íslice teda môºu nadobúda´

hodnoty 0 a 1.

Váhy (alebo bitové váhy) budú ma´ hodnotu pre 8-bitové £íslo 20 = 1, 21 = 2, 22 = 4,

23 = 8, 24 = 16, 25 = 32, 26 = 64, 27 = 128 at¤. Hodnota nasledujúcej váhy je

vºdy dvojnásobok tej predchádzajúcej. Binárne £íslo 8-bitovej ²írky môºe vyzera´

napríklad takto: 10110101.

Pri ²estnástkovej sústave sú parametre nasledovné. Základ sústavy je z = 16 a

£íslice môºu by´ od 0 po 15. Dvojciferné £íslice budeme v hexadecimálnej sústave

ozna£ova´ písmenami. Teda 10 = A, 11 = B, 12 = C, 13 = D, 14 = E, 15 = F.

Váhy sú teda 160 = 1, 161 = 16, 162 = 256, 163 = 4096, 163 = 65536 at¤. Príklad

£ísla v hexadecimálnej sústave môºe vyzera´ napríklad nasledovne: C47F.
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1.1 Prevod medzi dekadickou a binárnou sústavou

1.1 Prevod medzi dekadickou a binárnou sústavou

Pri prevode z desiatkovej £íselnej sústavy do dvojkovej existuje nespo£etne ve©a algo-

ritmov. Jeden z naj£astej²ie pouºívaných postupov je celo£íselné delenie základom

sústavy. Teda v na²om prípade delenie £íslom 2. Zvy²ok po delení môºe v tomto

prípade by´ bu¤ 0, alebo 1. Posledný zvy²ok po ukon£ení delenia predstavuje naj-

viac významový bit � MSB. Obr. 1.1 ilustruje opisovaný postup prevodu £ísla 3025

z desiatkovej do binárnej sústavy.

3025 : 2 = 1512 zvyšok 1
1512 : 2 = 756   zvyšok 0
  756 : 2 = 378   zvyšok 0
  378 : 2 = 189   zvyšok 0
  189 : 2 = 94     zvyšok 1
    94 : 2 = 47     zvyšok 0
    47 : 2 = 23     zvyšok 1
    23 : 2 = 11     zvyšok 1
    11 : 2 = 5       zvyšok 1
      5 : 2 = 2       zvyšok 1
      2 : 2 = 1       zvyšok 0
      1 : 2 = 0       zvyšok 1

101111010001 = 1011_1101_0001

MSB

LSB

3025D = 101111010001B 

Obr. 1.1: Prevod do dvojkovej sústavy celo£íselným delením

Opa£ný smer prevodu (z binárnej do dekadickej) si opí²eme na základe postupného

sú£tu bitových váh. Napríklad, ak sa snaºíme previes´ binárne £íslo 10011101 do

desiatkovej sústavy s£ítame tie bitové váhy, kde má príslu²ný bit hodnotu logickej

1. V na²om prípade ide o váhy 27 = 128, 24 = 16, 23 = 8, 22 = 4 a 20 = 1, a ich

s£ítaním dostaneme kone£né dekadické £íslo 157. Spomínaný prevod je ilustrovaný

na Obr. 1.2.
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1.2 Prevody medzi dekadickou a hexadecimálnou sústavou

128+16+8+4+1 = 157

128

1

27

64

0

26

32

0

25

16

1

24

8

1

23

4

1

22

2

0

21

1

1

20

10011101B = 157D

Obr. 1.2: Prevod do desiatkovej sústavy sú£tom bitových váh

1.2 Prevody medzi dekadickou a hexadecimálnou

sústavou

Prevod z desiatkovej do ²estnástkovej sústavy sa dá opä´ dosiahnu´ celo£íselným

delením základom sústavy, teda delením £íslom 16, pri£om zvy²ok môºe ma´ hod-

notu od 0 po 15. Opisovaný postup v²ak nie je praktický, pre ru£né po£ítanie bez

kalkula£ky. Pouºijeme preto medzikrok � prevod do binarnej sústavy. Následne

kaºdé ²tyri bity (lebo 24 = 16) prevedieme do ²estnástkovej sústavy, pri£om za£í-

name od najmenej významového bitu. Obr. 1.3 ukazuje postup prevodu £ísla 423 z

dekadickej do hexadecimálnej sústavy. Najprv £íslo 423 prevedieme do binárnej sú-

stavy, v ktorej bude ma´ tvar 110100111. Pre preh©adnos´ ho zapí²eme do nového,

£itate©nej²ieho formátu po ²tvoriciach bitov: 1 | 1010 | 0111. Posledný kvartet

môºeme v prípade potreby doplni´ nulami. Výsledné £íslo sa tým nezmení a dostá-

vame: 0001 | 1010 | 0111. Následne kaºdý binárny kvartet prevedieme do hexade-

cimálnej sústavy zvlá²´. Správny výsledok opisovaného prevodu do hexadecimálnej

sústavy je 1A7 pretoºe 0001 = 1 | 1010 = A | 0111 = 7.

423D = 110100111B =
= 000110100111B =
=    1      A      7H

Obr. 1.3: Prevod £ísla z desiatkovej do ²estnástkovej sústavy
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1.2 Prevody medzi dekadickou a hexadecimálnou sústavou

Spätný prevod z hexadecimálnej do dekadickej sústavy je doslova identický postup,

ale opa£ným smerom. Najprv £íslice z hexadecimálnej sústavy prevedieme do binárnej

a nakoniec do desiatkovej sústavy. Ilustrácia postupu je zobrazená na Obr. 1.4. Prí-

klad opisuje prevod £ísla C2. Kaºdú cifru hexadecimálneho £ísla prevedieme zvlá²´

do ²tyroch bitov binárnej sústavy. C = 1100 | 2 = 0010, £o zapí²eme spolu ako

11000010. Po sú£te bitových váh pre jednotkové bity dostávame výsledné dekadické

£íslo: 128+64+2 = 194.

         C2H =
= 11000010B 

128+64+2 = 194D

128

1
27

64

1
26

32

0
25

16

0
24

8

0
23

4

0
22

2

1
21

1

0
20

Obr. 1.4: Prevod £ísla z hexadecimálnej do desiatkovej sústavy
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1.3 Príklady prevodov medzi sústavami

1.3 Príklady prevodov medzi sústavami

Príkladov na manuálny prevod £ísiel medzi rôznymi £íselnými sústavami je prakticky

neobmedzené mnoºstvo. V rámci predmetu �Logické systémy� sa v²ak obmedzíme

len na prirodzené £ísla (N) do ²írky 8 bitov. Jedinou výnimkou budú práve príklady

na prevod medzi £íselnými sústavami. Skú²ku správnosti manuálneho prevodu £ísla

vieme vykona´ pouºitím kalkula£ky alebo pomocou internetových zdrojov. Rovnako

vieme aj vymyslie´ ©ubovo©né £íslo vo vybranej £íselnej sústave na precvi£enie.

Rie²ené prevody z desiatkovej do binárnej sústavy:

12D = 1100B 54D = 110110B 33D = 100001B 189D = 10111101B
147D = 10010011B 18D = 10010B 46D = 101110B 29D = 11101B
131D = 10000011B 287D = 100011111B 73D = 1001001B 111D = 1101111B

13D = 1101B 55D = 110111B 34D = 100010B 190D = 10111110B
132D = 10000100B 288D = 100100000B 74D = 1001010B 113D = 1110001B
148D = 10010100B 19D = 10011B 47D = 101111B 30D = 11110B

10D = 1010B 62D = 111110B 56D = 111000B 112D = 1110000B
210D = 11010010B 31D = 11111B 49D = 110001B 38D = 100110B
41D = 101001B 20D = 10100B 119D = 1110111B 23D = 10111B
14D = 1110B 122D = 1111010B 22D = 10110B 64D = 1000000B

65D = 1000001B 72D = 1001000B 32D = 100000B 69D = 1000101B
8D = 1000B 23D = 10111B 154D = 10011010B 169D = 10101001B

Rie²ené prevody z binárnej do desiatkovej sústavy:

110B = 6D 11010111B = 215D 101110B = 46D 101010B = 42D
111001B = 57D 11010B = 26D 11011B = 27D 110001B = 49D

10010001B = 145D 10010011B = 147D 101011B = 43D 10101010B = 170D
110100B = 52D 1100111B = 103D 1010111B = 87D 10101100B = 172D
1010100B = 84D 1011100B = 92D 1111100B = 124D 1001100B = 76D
1001B = 9D 10101B = 21D 1111111B = 127D 1101111B = 111D

100101B = 37D 110101B = 53D 1100000B = 96D 1100001B = 97D
11000100B = 196D 110011B = 51D 100111B = 39D 10011B = 19D
11011000B = 216D 100101100B = 300D 100001B = 33D 11101B = 29D
101001B = 41D 10001B = 17D 10011000B = 152D 11010001B = 209D
1001101B = 77D 101101101B = 365D 110100B = 52D 111110B = 62D
110110B = 54D 100001110B = 270D 1100110B = 102D 110111B = 55D

8



1.3 Príklady prevodov medzi sústavami

Rie²ené prevody z desiatkovej do hexadecimálnej sústavy:

12D = CH 54D = 36H 33D = 21H 189D = BDH

147D = 93H 18D = 12H 46D = 2EH 29D = 1DH

131D = 83H 287D = 11FH 73D = 49H 111D = 6FH

13D = DH 55D = 37H 34D = 22H 190D = BEH

132D = 84H 288D = 120H 74D = 4AH 113D = 71H
148D = 94H 19D = 13H 47D = 2FH 30D = 1EH

10D = AH 62D = 3EH 56D = 38H 112D = 70H
210D = D2H 31D = 1FH 49D = 31H 38D = 26H
41D = 29H 20D = 14H 119D = 77H 23D = 17H
14D = EH 122D = 7AH 22D = 16H 64D = 40H
65D = 41H 72D = 48H 32D = 20H 69D = 45H
8D = 8H 23D = 17H 154D = 9AH 169D = A9H

Rie²ené prevody z hexadecimálnej do desiatkovej sústavy:

16H = 22D 32H = 50D 25H = 37D 22H = 34D
A32H = 2610D C3H = 195D 34H = 52D 85H = 133D
1FFH = 511D 18H = 24D 14H = 20D 19H = 25D
D22H = 3362D A2H = 162D 38H = 56D 2AH = 42D
F55H = 3925D CDH = 205D ADH = 173D 100H = 256D
102H = 258D 111H = 273D 22H = 34D 4FH = 79D
FFH = 255D B1H = 177D 10H = 16D DAH = 218D
AAH = 170D A6H = 166D 4H = 4D 20H = 32D

DC1H = 3521D AFH = 175D 69H = 105D 32H = 50D
AC2H = 2754D FBH = 251D 3DH = 61D 49H = 73D
65H = 101D CCH = 204D 2DH = 45D 11H = 17D
B8H = 184D 1C1H = 449D 1DH = 29D CFH = 207D
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Pravdivostná tabu©ka

Pravdivostná tabu©ka (PT) je jeden z k©ú£ových nástrojov zápisu £i de�nície funckií

v Booleovej algebre (B-funkcií). Ide o nástroj, ktorý budeme pouºíva´ po£as celého

semestra, pri£om významná vä£²ina príkladov a úloh vyºaduje zápis a prácu s prav-

divostnou tabu©kou. Preto je ve©mi dôleºité, aby ²tudenti ovládali a dostato£ne si

precvi£ili vytváranie a £ítanie PT, ako aj prácu s ¬ou. Ako názov napovedá, PT

obsahuje iba logické hodnoty a premenné (0 / 1, áno / nie, pravda / nepravda).

Ak máme tabu©ku s N vstupnými a M výstupnými premennými, bude ma´ tabu©ka

N+M st¨pcov a 2N riadkov, pri£om £íslo 2N zárove¬ ur£uje po£et v²etkých moºných

kombinácií vstupných premenných. Obr. 2.1 zobrazuje pravdivostné tabu©ky pre

jednu, dve, tri a ²tyri premenné. V rámci predmetu �Logické systémy� budeme pra-

cova´ maximálne so ²tyrmi vstupnými premennými, nako©ko pre vy²²í po£et premen-

ných sú pravdivostné tabu©ky rozsiahle a nepreh©adné. Modrou farbou je vyzna£ená

vstupná £as´, zelenou farbou je ozna£ená výstupná £as´ tabu©ky. Pre preh©adnos´

sme na úvod rozdelili £asti tabu©ky odtie¬ami farieb. Pri ru£nom kreslení si môºeme

pomôc´ horizontálnou £iarou kaºdé ²tyri riadky a dvomi vertikálnymi £iarami pre

oddelenie vstupnej a výstupnej £asti PT.
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1.3 Príklady prevodov medzi sústavami
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Obr. 2.1: Pravdivostné tabu©ky pre rôzny po£et premenných

Ako bolo spomenuté, vstupná £as´ PT musí obsahova´ v²etky moºné kombinácie

vstupných premenných. Postupov, ako správne vyplni´ ©avú stranu PT, je nieko©ko.

My si vysvetlíme dva najpouºívanej²ie. Prvou moºnos´ou je inkrementácia N -

bitového £ísla v binárnej sústave, pri£om za£íname od nuly v prvom riadku PT

a postupujeme po riadkoch tabu©ky. Druhou moºnos´ou je vyplnenie prvej polovice

prvého st¨pca (st¨pec premennej A na Obr. 2.1) logickými nulami a druhú polovicu

st¨pca vyplníme logickými jednotkami. Nasledujúci st¨pec vyplníme opä´ striedavo

logickými nulami a jednotkami, ale tentokrát po ²tvrtinách rozsahu. Nasledujúci

st¨pec bude vyp¨¬aný po osminách rozsahu at¤. St¨pec poslednej premennej musí

by´ vyplnený striedavo kaºdý riadok tabu©ky. Môºeme tieº poveda´, ºe smerom od

prvého po posledný st¨pec vstupnej £asti PT sa zdvojnásobuje frekvencia striedania

logických núl a jednotiek v riadkoch pravdivostnej tabu©ky.
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2.1 Booleovské funkcie

2.1 Booleovské funkcie

Elementárne booleovské operácie/funkcie, z ktorých sa dajú odvodi´ v²etky ostatné,

sú tieto: logická negácia, logický sú£in a logický sú£et. Tieto tri logické funkcie

tvoria tzv. úplný súbor logických funkcií (ÚSBF). Pre zjednodu²enie zápisu sa £asto

pouºívajú kombinácie negácie a logického sú£inu £i sú£tu, ktoré takisto tvoria ÚSBF.

1. Logická negácia (NOT): f = A

2. Logický sú£in (AND): f = A.B = AB

3. Logický sú£et (OR): f = A+B

4. Negovaný logický sú£in (NAND): f = A.B = AB

5. Negovaný logický sú£et (NOR): f = A+B

Tu musíme zdôrazni´, ºe v rámci tohto textu a aj celého predmetu Logické sys-

témy operátory �+� a � .� vyjadrujú vºdy logický sú£et a logický sú£in. Vhodnou

kombináciou uvedených funkcií je moºné �vysklada´� ©ubovo©ne zloºitú booleovskú

funkciu, resp. ©ubovo©ne zloºitú funkciu vieme prepísa´ do tvaru elementárnych

booleovských funkcií. De�níciu opisovaných funkcií môºeme vidie´ v nasledujúcich

pravdivostných tabu©kách � Tab. 2.1 pre dve vstupné premenné a Tab. 2.2 pre tri

vstupné premenné.

Tab. 2.1: Pravdivostná tabu©ka základných Booleovských funkcií

A B A A.B A+B A.B A+B

0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0 0
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2.1 Booleovské funkcie

Tab. 2.2: Pravdivostná tabu©ka základných booleovských funkcií

A B C A A.B.C A+B + C A.B.C A+B + C

0 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1 1 0
1 1 1 0 1 1 0 0

Je potrebné zavies´ e²te jeden významný pojem, ktorý budeme pouºíva´ po£as

mnoºstva príkladov v nasledujúcich kapitolách. Ide o tzv. De Morganovo pravidlo,

ktoré spája do súvislosti logický sú£et a logický sú£in. Matematická de�nícia De

Morganovho pravidla pre dve a tri premenné je zapísaná vo výrazoch (2.2). Pre kom-

pletnos´ uvádzame v²etky moºné kombinácie interpretácie De Morganovho pravidla

pre uº spomínané dve £i tri premenné. Analogicky by sme v²ak vedeli odvodi´ toto

pravidlo pre ²tyri, pä´ a viac premenných.

A+B = A.B

A+B = A.B

A+B = A.B

A+B = A.B

A+B + C = A.B.C

A+B + C = A.B.C

A+B + C = A.B.C

A+B + C = A.B.C (2.2)

�udskou re£ou by sa De Morganovo pravidlo dalo vo©ne opísa´ nasledovne: �Pravidlo

dáva do rovnosti logický sú£et a logický sú£in za pomoci pouºitia logických negácií�.

Negácie je potrebné aplikova´ v dvoch �úrovniach�. Prvá úrove¬ je vºdy naviazaná

na jednotlivé premenné (resp. operandy), teda kaºdá premenná na jednej strane

rovnice bude negovaná. Druhá úrove¬ negovania sa vºdy viaºe na celú jednu stranu

rovnice. Pri£om nezáleºí, na ktorej strane bude negácia aplikovaná.
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2.2 Vzorový príklad

2.2 Vzorový príklad

Úloha: Vytvorte pravdivostnú tau©ku pre booleovskú funkciu f = A.B.C + A.C.

Rie²enie: Funkcia f je funkciou troch premenných (A,B,C). Pravdivostná tabu©ka

(Tab. 2.3) bude ma´ teda osem riadkov (23). Pri rie²ení vzorového príkladu budeme

postupova´ krok po kroku. Av²ak po vyrie²ení zopár príkladov budeme schopní

výrazne zredukova´ po£et potrebných krokov, a tým aj potrebný £as na vyrie²enie,

£o je dôleºité pri testoch po£as semestra, ako aj pri závere£nej skú²ke.

1. V prvom kroku vyplníme vstupnú £as´ PT (de�ni£ný obor funkcie).

2. Pripravíme si potrebné negované hodnoty vstupných premenných.

3. Vypo£ítame prvý £len funkcie A.B.C

4. Vypo£ítame druhý £len funkcie A.C

5. Vykonáme logický sú£et £iastkových výpo£tov pod©a de�nície funkcie f .

Tab. 2.3: Pravdivostná tabu©ka rie²eného príkladu

A B C B C A.B.C A.C f

0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0
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2.2 Vzorový príklad

Úloha: Sú funkcie f = A.B.C + A.C a g = A.B.C + A.C ekvivalentné?

Rie²enie: Zostrojíme pravdivostné tabu©ky pre obe funkcie (Tab. 2.5) a porovnáme

výstupné hodnoty pri identických hodnotách vstupných premenných.

Tab. 2.4: PT funkcie f

A B C B C A.B.C A.C f
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0

Tab. 2.5: PT funkcie g

A B C A A.B.C A.C g
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0

Ke¤ porovnáme st¨pce funkcií f a g, je zrejmé, ºe funkcie nie sú ekvivalentné,

nako©ko výstupné hodnoty funkcií sa rôznia.
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2.3 Príklady

2.3 Príklady

Vytvorte pravdivostnú tabu©ku pre uvedené funkcie troch premenných. V prípade

potreby si môºete vymyslie´ vlastné príklady funkcií a pre overenie správnosti pouºi´

online nástroje.

f = A.C + A.B.C +B.C

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

f = A.B.C + A.B + A.C

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

f = A.B.C + A.B.C

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

f = A.(B + C) +B.C

A B C f
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

f = B.C + (A+B)

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

f = (A+B).(A+ C)

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

f = B.(A+ C) +B.C

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

f = B.C + (A+B)

A B C f
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

f = (A+B + C).(B + C)

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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2.3 Príklady

f = A.D + A.B.D + A.C

A B C D f
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1

f = A.B.D+A.B.C+A.D

A B C D f
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

f = A.B.D + A.B.C

A B C D f
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0

f = A.C + A.B.D + C.D

A B C D f
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1

f = A.B.C + A.D + A.C

A B C D f
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

f = A.B.C + A.B.C.D

A B C D f
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0
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2.3 Príklady

Overte platnos´ De Morganovho pravidla pre ²tyri premenné.

Napríklad interpretáciu pravidla A.B.C.D = A+B + C +D

A B C D A.B.C.D A+B + C +D
0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 0
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Karnaughova mapa

Karnaughova mapa (K-mapa) predstavuje ¤al²í významný nástroj pre prácu s fun-

kciami v booleovskej algebre. Ide o gra�ckú reprezentáciu pravdivostnej tabu©ky,

ktorá sa zvä£²a pouºíva na gra�ckú minimalizáciu booleovských funkcií. V tejto

kapitole si ukáºeme, ako sa vytvára Karnaughova mapa a ako sa následne vyp¨¬a

výstupnými hodnotami funkcie/funkcií z pravdivostnej tabu©ky.

Karnaughova mapa sa skladá z 2N polí£ok, kde N je po£et vstupných premen-

ných booleovskej funkcie. Postupov ako vytvori´ K-mapu je nieko©ko, a preto by

sa nasledujúci návod nemal bra´ ako � jediný správny�. Obr. 3.1 zobrazuje Kar-

naughove mapy pre jednu, dve, tri a ²tyri vstupné premenné booleovskej funkcie,

pri£om tieto sú priamo spojené s ich pravdivostnými tabu©kami z Obr. 2.1. Jedno-

tlivé polí£ka sme pre ú£el vysvetlenia o£íslovali, pri£om £íslo polí£ka reprezentuje

£íslo príslu²ného riadku PT (indexujeme vºdy od 0). Karnaughova mapa obsahuje

tzv. �pruhy� (alebo pásy) vstupných premenných. Tieto je moºné umiestni´ viace-

rými spôsobmi, av²ak v rámci predmetu �Logické systémy� budeme pouºíva´ práve

zobrazenú kon�guráciu.

A

0

1 A

B

0 1

32 A

BC

0 1 3 2

6754 A

B

CD

0 1 3 2

6754

12 13 15 14

101198

Obr. 3.1: Karnaughova mapa pre rôzny po£et premenných
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3.1 Vzorový príklad

Ozna£enie, resp. názov pruhov vstupných premenných je vºdy proti �smeru hodi-

nových ru£i£iek�, pri£om prvý pruh je nazvaný vºdy pod©a prvej premennej (pozri

Obr. 2.1). Pruhy vstupných premenných predstavujú oblas´ K-mapy, kde je daná

vstupná premenná v logickej jednotke. Oblas´, kde sa pruh nenachádza, je daná

vstupná premenná v logickej nule. Pri dodrºaní umiestnenia a ozna£enia pruhov

K-mapy bude poradie polí£ok zodpoveda´ Obr. 3.1. V²imnime si, ºe poradie polí£ok

pri troch a ²tyroch premenných nie je monotónne (poradie preskakuje v horizontál-

nom £i vertikálnom smere). Samozrejme pri inom rozloºení a/alebo ozna£ení pruhov

bude poradie polí£ok iné, ale bude vyjadrova´ to isté.

Nesmierne dôleºitou vlastnos´ou K-mapy je jej trojrozmerná interpretácia. Kar-

naughova mapa je v skuto£nosti 3D objekt a jej vonkaj²ie okraje sú preto susediace.

Táto vlastnos´ je kriticky dôleºitá pri minimalizácii Booleovských funkcií.

3.1 Vzorový príklad

Úloha: Vytvorte Karnaughovu mapu pre booleovskú funkciu f = A.B.C + A.C.

Rie²enie: Pravdivostná tabu©ka pre uvedenú funkciu je zobrazená niº²ie v Tab. 3.1.

Tab. 3.1: Pravdivostná tabu©ka prvého rie²eného príkladu

A B C f

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0
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3.1 Vzorový príklad

Ke¤ºe ide o funkciu troch premenných Karnaughova mapa bude ma´ osem (23)

polí£ok. Ak umiestnime a nazveme pruhy vstupných premenných pod©a predlo-

ºeného postupu, môºeme Karnaughovu mapu naplni´ pomocou uvedeného poradia

(£ervené £ísla v polí£kach predstavujú £ísla príslu²ných riadkov PT).

A

BC

0 0 0 0

1011
0 1 23

4 5 67

Obr. 3.2: Karnaughova mapa pre prvý rie²ený príklad

Úloha: Vytvorte K-mapu pre booleovskú funkciu f = B.D + A.B.D + A.C

Rie²enie: Pravdivostná tabu©ka pre uvedenú funkciu je zobrazená v Tab. 3.2 a

výsledná K-mapa na Obr. 3.3

Tab. 3.2: Pravdivostná tabu©ka druhého

rie²eného príkladu

A B C D f
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1
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Obr. 3.3: Karnaughova mapa druhého

rie²eného príkladu
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3.2 Príklady

3.2 Príklady

Vyvtorte Karnaughove mapy pre funkcie z príkladov v závere kapitoly �Pravdivostná

tabu©ka�. Rozloºenie vyrie²ených Karnaughových máp je identické s rozloºením

pravdivostných tabuliek v predchádzajúcej kapitole.
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Úplná normálna forma

(ÚDNF a ÚKNF)

V klasickej algebre môºeme napríklad funkciu f = a+ a zapísa´ aj ako f = 2a, teda

analogicky môºeme pristupova´ aj k zápisu booleovských funkcií. Booleova algebra

pozná nieko©ko foriem zápisu funkcií, ale v rámci predmetu �Logické systémy� sa

obmedzíme iba na pouºitie tzv. normálnej formy. Samotných normálnych foriem

je tieº nieko©ko druhov. V tejto kapitole sa budeme venova´ tzv. úplnej normálnej

forme funkcie.

Potrebujeme si najskôr zade�nova´ (nie striktne matematicky) pojmy ako jednotkový

/ nulový bod booleovskej funkcie a elementárny logický sú£in / sú£et. Jednotkový

(nulový) bod booleovskej funkcie je bod, kde výstupná hodnota funkcie nadobúda

stav logickej jednotky (nuly).

Elementárny logický sú£in sa vz´ahuje iba na jednotkové body booleovskej funkcie

a predstavuje sú£in v²etkých vstupných premenných v tvare logických jednotiek.

Teda, ak sa nachádza vstupná premenná v jednotkovom bode booleovskej funkcie v

stave logickej nuly, pri zápise do elementárneho logického sú£inu je potrebné ju ne-

gova´. Inak povedané, v²etky vstupné premenné musia by´ v stave logickej jednotky,

aby ich logický sú£in tvoriaci jednotkový bod funkcie bol v stave logickej jednotky.

Elementárny logický sú£et sa viaºe s nulovými bodmi booleovskej funkcie a je zloºený

z logického sú£tu v²etkých vstupných premenných v tvare logických núl. Opä´, ak

je vstupná premenná v nulovom bode funkcie v stave logickej jednotky, je potrebné

ju v rámci elementárneho logického sú£tu zapísa´ v negovanom tvare. Tieº môºme

poveda´, ºe v²etky vstupné premenné musia by´ v stave logickej nuly, aby ich logický

sú£et tvoriaci nulový bod funkcie bol tieº v stave logickej nuly.
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4.1 Vzorový príklad

4.1 Vzorový príklad

Príklad vytvárania ÚDNF a ÚKNF si uvedieme na pravdivostnej tabu©ke pre ele-

mentárny logický sú£in a aj sú£et. Pravdivostná tabu©ka (Tab. 4.1) obsahuje opis

jednotkových a nulových bodov de�novanej funkcie v podobe elementárnych logic-

kých sú£inov, resp. elementárnych logických sú£tov.

Tab. 4.1: Pravdivostná tabu©ka s vytvoreným elementárnym sú£inom a sú£tom

A B C f = A+B.C + (A+ C).B El. sú£in El. sú£et
0 0 0 0 A+B + C

0 0 1 0 A+B + C

0 1 0 0 A+B + C

0 1 1 1 A.B.C

1 0 0 0 A+B + C

1 0 1 0 A+B + C

1 1 0 1 A.B.C

1 1 1 1 A.B.C

Ak s£ítame v²etky elementárne logické sú£iny z pravdivostnej tabu©ky, dostávame

tzv. úplnú disjunktívnu normálnu formu � ÚDNF pôvodnej funkcie. Analogicky,

ak vynásobíme v²etky elementárne logické sú£ty z vy²²ie uvedenej pravdivostnej

tabu©ky, výsledkom bude tzv. úplná konjuktívná normálna forma � ÚKNF pôvod-

ného zápisu funkcie. Matematický zápis v²etkých spomínaných tvarov funkcie náj-

deme v nasledujúcom zápise (4.3).

f = A+B.C + (A+ C).B

= A.B.C + A.B.C + A.B.C

= (A+B + C).(A+B + C).(A+B + C).(A+B + C).(A+B + C) (4.3)
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4.1 Vzorový príklad

Je zrejmé, ºe ÚDNF funkcie je výhodné pouºi´ ak má pôvodne zadaná funkcia

malý po£et jednotkových bodov. Analogicky môºeme tvrdi´, ºe je vhodnej²ie pouºi´

ÚKNF ak má pôvodná Booleovská funkcia malý po£et nulových bodov. Ideálna

príleºitos´ pre prepísanie Booleovskej funkcie do tvaru ÚDNF alebo ÚKNF nastáva

v prípade, ak má funkcia iba jediný jednotkový, resp. nulový bod.

Druhý moºný spôsob, ako sa dopracova´ k ÚDNF alebo ÚKNF zadanej Booleovskej

funkcie je pomocou pouºitia Karnaughovej mapy (Obr. 4.1). Týmto postupom ne-

musíme písa´ do pravdivostnej tabu©ky elementárne logické sú£iny £i sú£ty. Zárove¬

si tieº roz²írime vedomosti a moºnosti práce s Karnaughovou mapou, ktoré budú

nutné v ¤al²ích úlohách a témach v rámci u£ebného textu.

A

BC

0 0 1 0

1100

Obr. 4.1: Karnaughova mapa s vyzna£enými jednotkovými a nulovými bodmi

Ako prvý výstup z K-mapy si odvodíme ÚDNF. Musíme bra´ oh©ad na umiestnenie,

ozna£enie a význam pruhov vstupných premenných. Zameriame sa na jednotkový

bod Booleovskej funkcie v hornom riadku K-mapy. Pruh vstupnej premennej A sa v

danom jednotkovom bode nachádza v stave logickej nuly, pruh vstupnej premennej

B sa nachádza v stave logickej jednotky a pruh vstupnej premennej C sa v danom

bode nachádza v stave logickej jednotky. Z uvedeného vyplýva, ºe analyzovaný jed-

notkový bod môºeme opísa´ ako A.B.C, pri£om zárove¬ ide aj o elementárny logický

sú£in jednotkového bodu. Druhým analyzovaným jednotkovým bodom bude bod z

druhého riadku K-mapy v©avo. Tu sa premenná A nachádza v stave logickej jed-

notky, B sa nachádza v stave logickej jednotky a C sa takisto nachádza v stave

logickej jednotky. Preto bude elementárny logický sú£in jednotkového bodu A.B.C.

Posledný jednotkový bod (dole vpravo v K-mape) je opísaný elementárnym logickým

sú£inom na základe pruhov nasledovne.
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4.1 Vzorový príklad

Premenná A sa nachádza v logickej jednotke, premenná B je takisto v logickej jed-

notke, premenná C sa nachádza v stave logickej nuly. Elementárny logický sú£in je

preto A.B.C. Ak s£ítame elementárne logické sú£iny získané opísaným postupom z

K-mapy, výsledkom bude identická ÚDNF ako vo výraze (4.3).

Pri odvodení ÚKNF aplikujeme rovnaký postup, ale vstupné premenné pre elemen-

tárne logické sú£ty budeme zapisova´ v tvare logickej nuly, rovnako ako v prípade

zápisu pomocou pravdivostnej tabu©ky. Opä´ budeme postupova´ z©ava doprava a

za£neme v hornom riadku K-mapy. Prvý nulový bod funkcie opí²eme nasledovne.

V²etky vstupné premenné sa nachádzajú v stave logickej nuly, preto budú v²etky

vstupné premenné v elementárnom sú£te bez negácie, £iºe A+B+C. Druhý nulový

bod funkcie je opísaný premennou A bez negácie, premenná B taktieº bez negácie

a premenná C bude negovaná, nako©ko tá sa v opisovanom nulovom bode nachádza

v stave logickej jendotky, takºe dostaneme zápis A + B + C. Tretí nulový bod

bude opísaný elementárnym logickým sú£tom, kde bude negovaná iba premenná B,

pretoºe ostatné premenné sú v stave logickej nuly, £iºe dostávame A+B+C. Nasle-

dujúci nulový bod/elementárny sú£et bude obsahova´ iba negáciu premennej A, lebo

iba tá sa nachádza v stave logickej jednotky: A + B + C. Posledný elementárny

sú£et bude obsahova´ negácie nad premennými A a C. Teda zápis bude nasledovný:

A + B + C. Finálny zápis ÚKNF je identický ako pri postupe s pouºitím pravdi-

vostnej tabu©ky (výraz 4.3).

Ide o individuálnu preferenciu, ktorý postup si pri rie²ení príkladov zvolíme, oba

totiº musia prinies´ identické výsledky ako pre ÚDNF, tak aj pre ÚKNF. Postup s

Karnaughovou mapou sme si ukázali z dôvodu ukázania moºnosti výberu a zárove¬

spôsobu vykonania skú²ky správnosti rie²enia. Najdôleºitej²í aspekt je v²ak zozná-

menie sa s vytváraním a prácou s pruhmi vstupných premenných pri K-mape, ktorá

ako uº bolo spomenuté, bude k©ú£ová v nasledujúcej kapitole (ale aj ¤al²ích).
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4.2 Príklady

4.2 Príklady

Nájdite ÚDNF a ÚKNF pre funkcie z predchádzajúcej kapitoly. My sme tieto prí-

klady vyrie²ili pomocou Karnaughovej mapy. Skúste v²ak ako �skú²ku správnosti�

vyrie²i´ príklady pomocou zápisu elementárnych logickýcg sú£inov a sú£tov z prav-

divostných tabuliek.

A

BC

0 1 1 0

1011 A

BC

0 0 1 0

1110A

BC

0 0 1 0

0110

UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C+ UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C+
+A.B.C + A.B.C +A.B.C

UKNF = (A+B + C).(A+B + C). UKNF = (A+B + C).(A+B + C). UKNF = (A+B + C).(A+B + C).
.(A+B + C).(A+B + C).(A+B + C) .(A+B + C) .(A+B + C).(A+B + C)

A

BC

0 0 1 1

1111 A

BC

0 0 1 0

1111A

BC

1 1 0 1

1110

UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C+ UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C
A.B.C + A.B.C + A.B.C +A.B.C + A.B.C + A.B.C +A.B.C + A.B.C

UKNF = (A+B + C).(A+B + C) UKNF = (A+B + C).(A+B + C) UKNF = (A+B + C).(A+B + C).
.(A+B + C)

A

BC

1 1 1 1

1100 A

BC

0 0 1 1

1110A

BC

0 1 1 1

0110

UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C+ UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C+ UDNF = A.B.C + A.B.C + A.B.C+
+A.B.C + A.B.C +A.B.C + A.B.C + A.B.C +A.B.C + A.B.C

UKNF = (A+B + C).(A+B + C). UKNF = (A+B + C).(A+B + C) UKNF = (A+B + C).(A+B + C).
.(A+B + C) .(A+B + C)
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4.2 Príklady

A

B

CD

0 0 0 0

0000

0 1 1 1

1110 A

B

CD

0 1 1 0

0110

1 0 0 1

1100 A

B

CD

0 0 0 0

0110

1 1 0 0

0000

UDNF = A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D+ UDNF = A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D+ UDNF = A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D+
+A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D +A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D+ +A.B.C.D

+A.B.C.D + A.B.C.D

UKNF = (A+B + C +D).(A+B + C +D). UKNF = (A+B + C +D).(A+B + C +D). UKNF = (A+B + C +D).(A+B + C +D).
.(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D). .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D). .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D).
.(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D). .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D) .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D).
.(A+B + C +D).(A+B + C +D) .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D).

.(A+B + C +D)

A

B

CD

0 0 1 0

0100

0 0 1 1

1110 A

B

CD

0 0 1 1

1100

1 1 0 1

1001 A

B

CD

0 0 0 0

1100

1 1 0 1

0000

UDNF = A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D+ UDNF = A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D+ UDNF = A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D+
A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D +A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D + A.B.C.D +A.B.C.D + A.B.C.D

+A.B.C.D + A.B.C.D

UKNF = (A+B + C +D).(A+B + C +D). UKNF = (A+B + C +D).(A+B + C +D). UKNF = (A+B + C +D).(A+B + C +D).
.(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D). .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D). .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D).
.(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D). .(A+B + C +D).(A+B + C +D) .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D).
.(A+B + C +D) .(A+B + C +D).(A+B + C +D).(A+B + C +D).
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Minimálna normálna forma

(MDNF a MKNF)

Motivácia pre túto kapitolu je uvedená priamo v názve. V tejto kapitole sa nau£íme,

ako prepísa´ pôvodne zadanú Booleovskú funkciu do tzv. minimálnej normálnej

formy, ktorá obsahuje iba najnutnej²í po£et Booleovských operácií a premenných.

Inými slovami povedané zminimalizujeme zadanú funkciu tak, aby sme zachovali

výstup pôvodnej funkcie (v pravdivostnej tabu©ke), pri£om na realizáciu budeme

potrebova´ najmen²í moºný po£et premenných a operácií. Výhody minimálnej

formy Booleovskej funckie sú zrejmé. Spracovanie minimálnej formy vyºaduje menej

prostriedkov. �i uº ide o ru£né po£ítanie na papier v rámci ²túdia alebo výpo£et

v rámci skuto£ného digitálneho (logického) systému realizovaného na hardvérovej

úrovni. Digitálny systém pracujúci s minimálnym po£tom premenných a logických

operácií bude ur£ite schopný prinies´ vypo£ítaný výsledok rýchlej²ie, £o priná²a vy²²í

výpo£tový výkon, ¤alej bude na výpo£et potrebova´ menej energie, £o znamená dlh-

²iu ºivotnos´ batérie, resp. niº²ie poºiadavky na chladenie hardvérového systému.

�al²ou nespornou výhodou bude, ºe hardvér vykonávajúci výpo£et bude obsahova´

menej potencionálnych chýb, resp. porúch, a bude teda spo©ahlivej²í. V neposled-

nom rade bude ur£ite takýto systém fyzicky men²í a hlavne lacnej²í ako v prípade

pôvodnej nezminimalizovanej Booleovskej funkcie. Spomenuté výhody by sa ur£ite

dali ¤alej roz²irova´. Môºeme v²ak s istotou tvrdi´, ºe pomocou vhodnej aplikácie

Booleovskej algebry dokáºeme vyvíja´ lacnej²í, úspornej²í, výkonnej²í a spo©ahlivej²í

hardvér pouºívaný v digitálnych (logických) systémoch.
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4.2 Príklady

Tak ako v predchádzajúcej kapitole, aj teraz budeme rozli²ova´ medzi disjunktívnou

(MDNF) a konjuktívnou (MKNF) normálnou formou zápisu. Pozornému oku ne-

unikne, ºe MDNF (MKNF) je v podstate len ÚDNF (ÚKNF) bez �nadbyto£ných�

(redundantných) vstupných premenných a operácií. Disjunktívna normálna forma

sa takisto môºe ozna£i´ aj ako �sú£et sú£inov� (anglicky Sum-of-Products � SoP).

Konjunktívnu normálnu formu môºeme analogicky nazva´ �sú£in sú£tov� (anglicky

Product-of-Sums � PoS). Tieto dve formy zápisu Booleovských funkcií sú kriticky

dôleºité. V minulosti sa pod©a nich navrhovali integrované obvody pre programo-

vate©né logické polia (PLA, PAL, CPLG). V²eobecný zápis MDNF je opísaný v

rovnici (5.4). Ide o sú£et £lenov nazývaných minterma � mi, resp. £iastkový ele-

mentárny logický sú£in.

f(a, b, c, . . . ) =
∑

mi (5.4)

V²eobecný zápis MKNF je de�novaný v rovnici (5.5), ktorá predstavuje sú£in £lenov

nazývaných maxterma, £o predstavuje £iastkový elementárny logický sú£et � Mi.

f(a, b, c, . . . ) =
∏

Mi (5.5)

Postupov, ako sa dopracova´ k minimálnej normálnej forme pôvodne zadanej Boo-

leovskej funkcie, existuje nieko©ko. My si ukáºeme dva najzákladnej²ie prístupy.

Konkrétne algebrickú minimalizáciu aplikovaním zákonov a axióm Booleovskej al-

gebry, a gra�ckú minimalizáciu pomocou Karnaughovej mapy. Oba postupy majú

v²ak spolo£ný cie© � nájs´ MDNF alebo MKNF. Matematicky sú tieto formy zápisu

ekvivalentné. Z rôznych dôvodov, ktoré si popí²eme neskôr, sa v²ak vo v²eobecnosti

preferuje zápis vo forme MDNF.
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5.1 Algebrická minimalizácia

Algebrická minimalizácia, ako jej názov napovedá, sa opiera o aplikáciu základných

zákonov, pravidiel a axiómov Booleovskej algebry pre zminimalizovanie pôvodnej

Booleovskej funkcie. Táto metóda vyºaduje ur£itý nadh©ad a skúsenosti, pri£om nie

vºdy zaru£uje úspe²né zvládnutie úlohy. Z tohoto dôvodu sa nepouºíva v praxi ve©mi

£asto. Je v²ak vynikajúca pre precvi£enie si zru£ností £i uº z klasickej alebo Boo-

leovskej algebry. Takisto je dôleºité ma´ aspo¬ preh©ad o základných postupoch, ak

by sme pri rie²ení zloºitej úlohy potrebovali upravi´ výrazy do vhodnej²ieho tvaru.

Zoznam zákonov a axiómov Booleovskej algebry býva spomenutý na predná²kach a

nie je preto cie©om tejto publikácie ich opä´ spomína´. Ako príklad minimalizácie

pomocou týchto zákonov si uvedieme nasledovnú minimalizáciu Booleovskej funkcie.

Úloha: Algebraicky zminimalizujte uvedenú funkciu f = (A+B + C).(A+B.C).
Rie²enie:

f = (A+B + C).(A+B.C)

= A.A+A.B +A.C +A.B.C +B.B.C +B.C.C

= A+A.B +A.C +A.B.C +B.C + 0

= A
(
1 +B + C +B.C

)
+B.C

= A.1 +B.C

= A+B.C

Popis uvedeného rie²enia je nasledovný. V prvom kroku pouºijeme distributívny

zákon a roznásobíme zátvorky systémom �kaºdý s kaºdým�. Nasledujúcim krokom

bude aplikovanie zákona idempotencie na £leny A.A a B.B.C a následne pouºitie

zákona komplementárnosti na £len B.C.C. V tre´om riadku úpravy opä´ pouºijeme

distributívny zákon a vyberieme pred zátvorku premennú A, po ktorej nám vnútri

zátvorky ostáva logická jednotka a zvy²né £leny. Vo ²tvrtom kroku aplikujeme zákon

agresivity a neutrality na obsah zátvorky. Inak povedané, logická 1 plus £oko©vek

sa bude vºdy rovna´ jednej. Výsledný zápis zminimalizovanej funkcie v poslednom

riadku nám demon²truje rozsah minimalizácie. Namiesto ²estich operandov a ôs-

mich operátorov (vrátane negácií) dokáºeme identický výstup dosiahnu´ s len tromi

operandami a tromi operátormi. Pre istotu si môºeme spravi´ skú²ku správnosti

pomocou pravdivostnej tabu©ky.
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5.1 Algebrická minimalizácia

Úloha: Algebricky zminimalizujte uvedenú funkciu f = A.C+B.C+A.B.C+A.C.

Rie²enie:

f = A.C +B.C + A.B.C + A.C

= A.C +B.C + C(A.B + A)

= A.C +B.C + C.(B + A)

= A.C +B.C +B.C + A.C

= A.C +B(C + C) + A.C

= A.C +B.1 + A.C

= B + A.C + A.C

= B + A⊕ C

Slovný opis postupu môºeme zhrnú´ do nasledujúcich viet. V prvom kroku vy-

berieme pred zátvroku premennú C z posledných dvoch £lenov výrazu. Obsah

zátvorky môºeme upravi´ v tre´om riadku pod©a zákona absorbcie. Následne rozná-

sobíme zátvorku pod©a distributívneho zákona. V ¤al²om kroku môºeme opä´ vy¬a´

pred zátvorku premennú B zo stredných £lenov funkcie. Na obsah zátvorky apliku-

jeme zákon komplementárnosti, pod©a ktorého sa bude vºdy rovna´ logickej jed-

notke. Predposledný riadok je MDNF pôvodne zadanej funkcie. V poslednej úprave

vyuºijeme de�níciu negovaného exkluzívneho logického sú£tu (operácia NXOR, resp.

XNOR). Posledný riadok v²ak nemôºeme nazva´ MDNF, nako©ko tvar zápisu ne-

sp¨¬a kritérium pouºitia iba elementárnych logických operácií. Opä´ môºeme porov-

na´ zloºitos´ pôvodneho a zminimalizovaného zápisu Booleovskej funkcie. Dvanás´

operácií v rámci ²tyroch £lenov výrazu oproti dvom operáciám po minimalizácii.
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5.2 Gra�cká minimalizácia

Pri gra�ckej minimalizácii vyuºívame Karnaughovu mapu. Pre efektívny proces

minimalizácie je preto nutné ma´ spo©ahlivo osvojenú tvorbu a vyplnenie K-mapy.

V tejto kapitole si roz²írime súbor operácií smerujúcich k minimalizácii pôvodne

zadanej Booleovskej funckie. Najdôleºitej²ou £as´ou procesu minimalizácie je vy-

tvorenie tzv. �slu£iek�, ktoré budú neskôr de�nova´ výslednú minimálnu normálnu

formu. Ide v podstate o vytvorenie skupiny susedných jednotkových alebo nulových

bodov funkcie. Pre tvorbu spomenutých slu£iek platia nasledujúce pravidlá, ktoré

nie sú zoradené pod©a priority.

� Po£et bodov v slu£ke musí by´ mocninou 2N . Teda 1, 2, 4, 8, 16 . . .

� Maximalizujeme po£et bodov v slu£ke

� Minimalizujeme po£et slu£iek

� Kaºdý jednotkový/nulový bod funkcie musí by´ aspo¬ v jednej slu£ke

� Slu£ky sa môºu prekrýva´

� Slu£ky nesmú by´ v diagonálnom smere

� K-mapa je interpretovaná ako trojrozmerná, resp. vonkaj²ie hrany K-mapy sú

susediace.

Aplikáciu uvedených pravidiel pre tvorbu slu£iek v K-mape môºeme vidie´ v nasle-

dujúcich príkladoch.
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5.3 Vzorový príklad

Úloha: Gra�cky zminimalizujte uvedenú funkciu f = A+B.C + (A+ C).B.

Zminimalizovanú funkciu zapí²te v tvare MDNF a MKNF.

Rie²enie: Pre zadanú funkciu vytvoríme pravdivostnú tabu©ku (Tab. 5.3) a vy-

plníme K-mapu (Obr. 5.1).

Tab. 5.1: Pravdivostná tabu©ka

vzorového príkladu

A B C f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

A

BC

0 0 1 0

1100

1

21

2

Obr. 5.1: Karnaughova mapa vzorového

príkladu

Zamerajme sa najprv na opis slu£iek pre jednotkové body funkcie, pracujeme teda na

odvodení MDNF. Prvá aj druhá slu£ka sú dvojice v ortogonálnom smere. Podliehajú

v²etkým vy²²ie uvedeným pravidlám a ide v podstate o ve©mi jednoduchý a základný

príklad. Slu£ky pre nulové body funkcie reprezentujúce budúcu MKNF predstavujú

príklad, ktorý ukazuje aplikáciu pravidla oh©adom 3D interpretácie K-mapy. Druhá

slu£ka je dvojica susediacich nulových bodov, nako©ko ©avý a pravý okraj K-mapy

sú v skuto£nosti spojené (ako aj horný a dolný okraj).

Nasledujúcim krokom je opis slu£iek pomocou vstupných premenných. Kaºdá slu£ka

vlastne predstavuje jednu mintermu/maxtermu výslednej funkcie, a preto sa snaºíme

minimalizova´ celkový po£et slu£iek. Opis slu£iek je ve©mi podobný opisu jednot-

kových/nulových bodov funkcie v prípade ÚDNF/ÚKNF, pracujeme teda s pruhmi

v K-mape. Av²ak s tým rozdielom, ºe vstupná premenná, ktorá v práve opiso-

vanej slu£ke mení svoju logickú hodnotu bude v opise vynechaná. Preto sa snaºíme

vytvára´ £o najvä£²ie slu£ky, aby £o najviac vstupných premenných bolo vynechaných
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5.3 Vzorový príklad

z �nálneho zápisu. MDNF funkcie z príkladu je zapísaná v (5.6). Slu£ka £íslo 1

opisuje svoju mintermu nasledovne. Vstupná premenná A bude zo zápisu vynechaná,

pretoºe v hornej £asti slu£ky A = 0 a v dolnej £asti slu£ky A = 1. Mení teda svoju

logickú hodnotu a nevieme ju jednozna£ne opísa´. Premenná B sa nachádza v oboch

£astiach slu£ky v logickej jednotke, bude preto zapísaná v minterme priamo (bez

negácie). Premenná C sa tieº nachádza v oboch £astiach slu£ky v logickej jednotke.

Preto bude takisto zapísaná v minterme bez negácie. Slu£ku £íslo 2 zapí²eme do

mintermy identickým postupom. Teda postupne prejdeme v²etky vstupné premenné

a kontrolujeme, £i vy²etrovaná premenná mení alebo nemení svoju logickú hodnotu

v rámci slu£ky. Premenná A je v oboch £astiach v logickej jednotke, bude preto do

mintermy zapísaná priamo. Premenná B sa takisto v oboch £astiach slu£ky rovná

logickej jednotke, zapí²eme ju preto priamo. Premenná C je v ©avej £asti slu£ky v

stave logickej jednotky, ale v pravej £asti je v stave logickej nuly. Bude preto z opisu

mintermy vynechaná. Funkciu (5.6) by sme mohli ¤alej upravi´ vy¬atím premennej

B pred zátvorku a e²te viac tak zníºi´ po£et operácií. Tento spôsob zápisu by sme

v²ak uº nemohli nazýva´ MDNF, nako©ko nesp¨¬a matematickú de�níciu takéhoto

zápisu.

MDNF (f) =

1︷︸︸︷
B.C +

2︷︸︸︷
A.B (5.6)

Odvodenie MKNF je zapísané výrazom (5.7). Maxterma prislúchajúca slu£ke £íslo

1 je tvorená ²tvoricou bodov v K-mape. Premenná A je v hornej polovici slu£ky v

stave logickej nuly a v dolnej polovici sa rovná logickej jednotke. Nevieme ju preto

jednozna£ne opísa´ a bude zo zápisu maxtermy vynechaná. Vstupná premenná B

ja v celej slu£ke v stave logickej nuly, a preto ju zapí²eme do maxtermy priamo.

Premenná C v opisovanej slu£ke mení svoj stav a bude vynechaná, pretoºe v ©avej

strane slu£ky je C = 0, ale v pravej polovici C = 1. Môºeme teda zhrnú´, ºe prvá

slu£ka/maxterma je de�novaná iba vstupnou premennou B. V druhej slu£ke mení

svoj stav iba vstupná premenná B. V ©avej £asti rozpoltenej slu£ky je táto premenná

v stave logickej nuly, kým v pravej £asti je v stave logickej jednotky. Premenné A a

C sa v tejto slu£ke rovnajú logickej nule, a preto budú v maxterme zapísané priamo.

MKNF (f) =

1︷︸︸︷
B .

2︷ ︸︸ ︷
(A+ C) (5.7)
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5.3 Vzorový príklad

Matematicky sú minimálne formy funkcie ekvivalentné s pôvodnou funkciou, teda

MDNF (f) = MKNF (f) = f .

Úloha: Gra�cky zminimalizujte uvedenú funkciu f = A.C.(D +B.C) +B ⊕D.

Rie²enie:

Tab. 5.2: Pravdivostná tabu©ka minimalizo-

vanej funkcie

A B C D f
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 1

A

B

CD

1 0 0 1

0110

0 1 1 0

1011

1

2 2

22

1

2 2

3

3

3

Obr. 5.2: Karnaughova mapa minimali-

zovanej funkcie

Po vyplnení Karnaughovej mapy a vytvorení slu£iek pre MDNF a MKNF môºeme vi-

die´, ºe existujú dve rie²enia pre MDNF. V²imnime si druhú slu£ku tvorenú ²tvoricou

jednotkových bodov v rohoch K-mapy. Opä´ vyuºívame 3D interpretáciu K-mapy.

Tretia slu£ka je dvojica jednotkových bodov a môºe by´ tvorená dvomi rôznymi

dvojicami polí£ok.

MDNF (f) =

1︷︸︸︷
B.D+

2︷︸︸︷
B.D+

3︷ ︸︸ ︷
A.B.C

=

1︷︸︸︷
B.D+

2︷︸︸︷
B.D+

3′︷ ︸︸ ︷
A.C.D

MKNF (f) =

1︷ ︸︸ ︷
(A+B +D) .

2︷ ︸︸ ︷
(B +D) .

3︷ ︸︸ ︷
(B + C +D)
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5.3 Vzorový príklad

V K-mape sme vyzna£ili prvú moºnos´ plnou £iarou a druhú moºnos´ bodkovanou

£iarou. Obe moºnosti sú rovnako dobré a správne. Sú£et minterm B.D a B.D je

u£ebnicová de�nícia operácie NXOR (resp. XNOR) a po prepise výrazu s pouºitím

NXOR uº ide o ¤al²iu optimalizáciu funkcie (vysvetlíme nekôr). Po tejto úprave

v²ak uº nemôºeme spomínaný výraz nazýva´ MDNF.

Uvedený príklad zárove¬ ilustruje situáciu, kedy má funkcia viac ako jedno správne

rie²enie pre MDNF. MKNF je taktieº tvorená tromi slu£kami. Za zmienku stoja

rozpoltené slu£ky £íslo 2 a 3, ktoré sa znova opierajú o trojrozmernú interpretáciu

K-mapy.
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5.4 Príklady

5.4 Príklady

Nájdite MDNF a MKNF pre Karnaughove mapy z predchádzajúcej kapitoly. Niek-

toré K-mapy ponúkajú viac správnych rie²ení, teda porozmý²©ajte nad kaºdou K-

mapou a prediskutujte moºné rie²enia.

A

BC

0 0 1 0

0110 A

BC

0 1 1 0

1011 A

BC

0 0 1 0

1110

MDNF = A.C +B.C MDNF = A.B + A.C + A.C MDNF = A.C + A.B +B.C
MKNF = C.(A+B) MKNF = (A+B + C).(A+ C) MKNF = (A+ C).(A+B).(B + C)

A

BC

0 0 1 1

1111 A

BC

0 0 1 0

1111A

BC

1 1 0 1

1110

MDNF = A.C +B.C + A.B MDNF = A+B MDNF = A+B.C
MKNF = (A+B + C).(A+B + C) MKNF = A+B MKNF = (A+ C).(A+B)

A

BC

1 1 1 1

1100 A

BC

0 0 1 1

1110A

BC

0 1 1 1

0110

MDNF = A.B + C MDNF = A+B MDNF = B + A.C
MKNF = (B + C).(A+ C) MKNF = A+B MKNF = (A+B).(B + C)
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5.4 Príklady

A

B

CD

0 0 0 0

0000

0 1 1 1

1110 A

B

CD

0 0 0 0

0110

1 1 0 0

0000A

B

CD

0 1 1 0

0110

1 0 0 1

1100

MDNF = A.D + A.C MDNF = A.D + A.B.C + A.B.D MDNF = A.B.C + A.B.D
MKNF = A.(C +D) MKNF = (A+D).(A+B +D). MKNF = B.(A+ C).(A+D)

.(A+B + C)

A

B

CD

0 0 1 0

0100

0 0 1 1

1110 A

B

CD

0 0 1 1

1100

1 1 0 1

1001 A

B

CD

0 0 0 0

1100

1 1 0 1

0000

MDNF = A.C + C.D + A.B.D MDNF = A.D + A.C + A.B.C MDNF = A.B.C +B.C.D + A.B.C
MKNF = (A+D).(A+ C). MKNF = (A+ C).(A+ C +D). MKNF = B.(A+ C).
.(B + C).(C +D) .(A+B +D) .(A+ C +D)
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Optimalizácia MDNF a MKNF

Ako prvé si musíme opísa´ rozdiel medzi minimalizáciou a optimalizáciou. Optimali-

zácia je proces, cie©om ktorého je ¤alej upravi´ uº zminimalizovanú funkciu (v tvare

MDNF alebo MKNF) do takého tvaru, aby vo výsledku funkcia obsahovala menej

operácií a písmen, resp. operátorov a operandov. Druhým cie©om optimalizácie

je zjednodu²enie výsledného hardvéru, teda zníºenie celkového po£tu tranzistorov,

ktoré budú vykonáva´ daný výpo£et. V praxi sa v²ak ve©mi £asto stáva, ºe vyuºí-

vame kombináciu oboch prístupov. Postup, ako ur£i´ potrebný po£et tranzistorov

pre zadanú Booleovskú funkciu, si ukáºeme aº v nasledujúcich kapitolách. Preto sa

nateraz obmedzíme iba na pouºitie De Morganových (DM) pravidiel a základných

axióm Booleovskej algebry. Totiº uº len samotná aplikácia De Morganových zákonov

na MDNF/MKNF formu Booleovskej funkcie predstavuje dostato£nú optimalizáciu

a ¤al²ie význammné ²etrenie prostriedkov (oneskorenie/£as výpo£tu, spotreba ener-

gie, ve©kos´/zloºitos´ hardvéru at¤.). Zamerajme sa na odvodené MDNF a MKNF

Booleovských funkcií z predchádzajúcej kapitoly a aplikujme na ne De Morganove

pravidlá. Na²im cie©om je teda upravi´ zadané výrazy do tvaru len s jediným typom

operátora, a to negovaný logický sú£in alebo negovaný logický sú£et. Inými slovami,

upravíme výrazy do takého tvaru, aby boli realizované iba pomocou operácie NAND

alebo NOR.

Hoci sú MDNF, MKNF a aj pôvodná Booleovská funkcia matematicky ekvivalentné

(majú identický výstup v pravdivostnej tabu©ke), ako uº bolo spomenuté, hlavná

motivácia je v �zjednodu²ovaní� zápisu výrazov £o priná²a zjednodu²enie elektronic-

kého hardvéru realizujúceho výpo£ty. Optimalizovaná MDNF £i MKNF je takisto

matematicky ekvivalentná s predchádzajúcimi formami zápisu.
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6.1 Vzorový príklad

�udskému oku by sa dokonca mohlo zda´, ºe optimalizovaný zápis sa javí niekedy

zloºitej²í pre pridané negácie a podobne. Av²ak MDNF alebo MKNF po úprave

De Morganovými zákonmi skuto£ne vyºadujú niº²í po£et tranzistorov pre praktickú

hardvérovú realizáciu v CMOS technológii (v sú£asnosti absolútne naj£astej²í spôsob

výroby integrovaných obvodov na £ipe resp. tranzistorov na kremíku).

6.1 Vzorový príklad

Prvou výslednou funkciou v predchádzajúcej kapitole bol výstup algebrickej mini-

malizácie. V nasledujúcich výrazoch si ukáºeme praktickú aplikáciu De Morganovych

pravidiel. V prvom prípade sa snaºíme zápis funkcie premeni´ tak, aby sme pouºili

iba operáciu NAND. V druhom zápise je na²im cie©om prepísa´ ten istý výraz do

tvaru, kde pouºijeme iba operáciu NOR.

NAND(MDNF ) = A+B.C = (A).(B.C)

NOR(MDNF ) = A+B.C = A+B + C = A+B + C

V prvej funkcii sme pre preh©adnos´ pridali (nepotrebné) zátvorky. Aplikovali

sme De Morganovo pravidlo nasledovne. Operátor logického sú£tu sme prepísali na

logický sú£in. Následne sme pridali negácie pre oba operandy (premenná A a £len

B.C) a nakoniec e²te jednu negáciu nad celú pravú stranu rovnice. Ide o u£ebnicovú

aplikáciu De Morganovho zákona, ktorá je vysvetlená v podrobnom detaile v druhej

kapitole.

Druhú moºnos´ aplikácie De Morganových zákonov môºeme opísa´ nasledovne. Ope-

rátor logického sú£inu prepí²eme na logický sú£et a opä´ pridáme negácie pre oba

operandy t. j. premenná B a premenná C sa stanú B a C. �alej pridáme druhú

úrove¬ negácie nad celý £len. Ke¤ºe na²ím cie©om je realizácia funkcie iba za po-

moci operácie NOR, musíme prida´ nad celú pravú stranu rovnice dve negácie. Tento

krok nijako nemení výstupnú hodnotu funkcie a zárove¬ nám zabezpe£í spomínanú

podmienku.

Optimalizáciu druhej funkcie z predchádzajúcej kapitoly zapí²eme nasledovne.

NAND(MDNF ) = B + A.C + A.C = (B).(A.C).(A.C)

NOR(MDNF ) = B + A.C + A.C = B + A+ C + A+ C = B + A+ C + A+ C
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6.1 Vzorový príklad

Optimalizáciu MDNF tretej funkcie z predchádzajúcej kapitoly zapí²eme nasledovne.

Ide o funckiu zminimalizovanú pomocou Karnaghovej mapy.

NAND(MDNF ) = B.C + A.B = (B.C).(A.B)

NOR(MDNF ) = B.C + A.B = B + C + A+B = B + C + A+B

MKNF tej istej minimalizácie pomocou K-mapy zapí²eme v nasledujúcich riadkoch.

V tomto prípade sme nútení pridáva´ dvojitú negáciu pri aplikácii De Morganovho

pravidla s cie©om realizova´ ju pomocou operácie NAND. Môºeme teda tvrdi´, ºe

úprava MDNF do tvaru obsahujúceho operáciu NAND je priamo£iarej²ia. Rovnako

ako úprava MKNF do tvaru opierajúceho sa o operáciu NOR. Z tohto dôvodu býva

jedna z oboch moºností celkovým najefektívnej²ím rie²ením funkcie pre hardvérovú

realizáciu.

NAND(MKNF ) = B.(A+ C) = B.(A.C) = B.A.C

NOR(MKNF ) = B.(A+ C) = B + (A+ C)
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6.2 Príklady

Pre MDNF a MKNF Booleovských funkcií z predchádzajúcej kapitoly odvo¤te rea-

lizáciu iba pomocou operácie NAND a iba pomocou operácie NOR. Ak je to moºné,

vyberte najefektívnej²iu realizáciu danej Booleovskej funkcie.

MDNF = A.C +B.C

NAND(MDNF ) = A.C.B.C

NOR(MDNF ) = A+ C +B + C

MKNF = C.(A+B)

NAND(MKNF ) = C.A.B

NOR(MKNF ) = C + A+B

MDNF = A.B + A.C + A.C

NAND(MDNF ) = A.B.A.C.A.C

NOR(MDNF ) = (A+B) + (A+ C) + (A+ C)

MKNF = (A+D).(A+ C).(B + C).(C +D)

NAND(MKNF ) = (A.D).(A.C).(B.C).(C.D)

NOR(MKNF ) = (A+D) + (A+ C) + (B + C) + (C +D)

MDNF = A.C + A.B +B.C

NAND(MDNF ) = A.C.A.B.B.C

NOR(MDNF ) = (A+ C) + (A+B) + (B + C)

MKNF = (A+ C).(A+B).(B + C)

NAND(MKNF ) = (A.C).(A.B).(B.C)

NOR(MKNF ) = (A+ C) + (A+B) + (B + C)
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6.2 Príklady

MDNF = A.C +B.C + A.B

NAND(MDNF ) = A.C.B.C.A.B

NOR(MDNF ) = (A+ C) + (B + C) + (A+B)

MKNF = (A+B + C).(A+B + C)

NAND(MKNF ) = (A.B.C).(A.B.C)

NOR(MKNF ) = (A+B + C) + (A+B + C)

MDNF = MKNF = A+B

NAND(MDNF ) = NAND(MKNF ) = A.B

NOR(MDNF ) = NOR(MKNF ) = A+B

MDNF = A+B.C

NAND(MDNF ) = A.B.C

NOR(MDNF ) = A+ (B + C)

MKNF = (A+ C).(A+B)

NAND(MKNF ) = A.C.A.B

NOR(MKNF ) = (A+ C) + (A+B)

MDNF = A.B + C

NAND(MDNF ) = A.B.C

NOR(MDNF ) = (A+B) + C

MKNF = (B + C).(A+ C)

NAND(MKNF ) = (B.C).(A.C)

NOR(MKNF ) = (B + C) + (A+ C)

MDNF = MKNF = A+B

NAND(MDNF ) = NAND(MKNF ) = A.B

NOR(MDNF ) = NOR(MKNF ) = A+B
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6.2 Príklady

MDNF = B + A.C

NAND(MDNF ) = B.A.C

NOR(MDNF ) = B + (A+ C)

MKNF = (A+B).(B + C)

NAND(MKNF ) = A.B.B.C

NOR(MKNF ) = (A+B) + (B + C)

MDNF = A.D + A.C

NAND(MDNF ) = A.D.A.C

NOR(MDNF ) = (A+D) + A+ C

MKNF = A.(C +D)

NAND(MKNF ) = A.(C.D)

NOR(MKNF ) = A+ (C +D)

MDNF = A.D + A.B.C + A.B.D

NAND(MDNF ) = A.D.A.B.C.A.B.D

NOR(MDNF ) = (A+D) + (A+B + C) + (A+B +D)

MKNF = (A+D).(A+B +D).(A+B + C)

NAND(MKNF ) = A.D.A.B.D.A.B.C

NOR(MKNF ) = (A+D) + (A+B +D) + (A+B + C)

MDNF = A.B.C + A.B.D

NAND(MDNF ) = A.B.C.A.B.D

NOR(MDNF ) = (A+B + C) + (A+B +D)
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6.2 Príklady

MKNF = B.(A+ C).(A+D)

NAND(MKNF ) = B.A.C.A.D

NOR(MKNF ) = B + A+ C + (A+D)

MDNF = A.C + C.D + A.B.D

NAND(MDNF ) = A.C.C.D.A.B.D

NOR(MDNF ) = A+ C + C +D + A+B +D

MKNF = (A+D).(A+ C).(B + C).(C +D)

NAND(MKNF ) = A.D.A.C.B.C.C.D

NOR(MKNF ) = (A+D) + (A+ C) + (B + C) + (C +D)

MDNF = A.D + A.C + A.B.C

NAND(MDNF ) = A.D.A.C.A.B.C

NOR(MDNF ) = (A+D) + (A+ C) + (A+B + C)

MKNF = (A+ C).(A+ C +D).(A+B +D)

NAND(MKNF ) = (A.C).(A.C.D).(A.B.D)

NOR(MKNF ) = A+ C + (A+ C +D) + (A+B +D)

MDNF = A.B.C +B.C.D + A.B.C

NAND(MDNF ) = A.B.C.B.C.D.A.B.C

NOR(MDNF ) = (A+B + C) + (B + C +D) + (A+B + C)

MKNF = B.(A+ C).(A+ C +D)

NAND(MKNF ) = B.(A.C).(A.C.D)

NOR(MKNF ) = B + (A+ C) + (A+ C +D)
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Návrh kombina£ných obvodov na

hradlovej úrovni

V predchádzajúcej kapitole sme sa nau£ili odvodi´ pomocou matematiky hardvérovo

najefektívnej²í spôsob zápisu Booleovskej funkcie. Naj£astej²ie ide o zápis MDNF

pomocou operácie NAND £i zápis MKNF pomocou operácie NOR. V tejto kapitole

sa nau£íme matematický zápis prekresli´ do elektrickej schémy opisujúcej elektron-

ický obvod, ktorý bude hardvérovo vykonáva´ daný výpo£et. Prejdeme tak z ab-

straktnej matematiky do reálneho fyzikálneho sveta dizajnu digitálneho hardvéru.

Matematické operácie z Booleovskej algebry v skuto£nom hardvéri vykonávajú tzv.

logické hradlá (anglicky �logic gate�). Logické hradlo alebo tieº logický £len je zák-

ladná stavebná bunka kaºdého zloºitej²ieho digitálneho (logického) systému. Inými

slovami, kaºdý komplexný digitálny systém vieme prekresli´ do schematickej podoby

tvorenej iba základnými logickými hradlami. Logické hradlo sa vnútri skladá z

vhodne zapojených tranzistorov. Toto u£ivo je v²ak témou aº nasledujúcej kapi-

toly. Schematický opis digitálneho systému, ktorý sa skladá z logických hradiel,

£astokrát nazývame hradlová schéma alebo schéma na hradlovej úrovni. Teraz si

predstavíme schematické zna£ky jednotlivých logických hradiel, ktoré vykonávajú

uº známe Booleovské funkcie, resp. operácie. Tieto sú zobrazené na Obr. 7.1. Ide

o dvojvstupové hradlá, teda vedia vykona´ danú operáciu pre dve jednobitové pre-

menné. Analogicky by sme v²ak ©ahko vedeli nakresli´ hradlo pre N vstupných

bitov.
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6.2 Príklady
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Obr. 7.1: Schematické zna£ky základných logických hradiel

Úloha: Nakreslite schému na hradlovej úrovni pre vybranú Booleovskú funkciu z

predchádzajúcej kapitoly.

Rie²enie: Kaºdá ru£ne kreslená elektrická schéma je originál. Desa´ ©udí zrejme

nakreslí ten istý obvod desiatimi rôznymi spôsobmi, a preto neexistuje jediný správny

postup kreslenia. Existuje len súbor odporú£aní, ako by mala £itate©ná a preh©adná

hradlová schéma logického systému vyzera´. Na predmete �Logické systémy� u£íme

tvorbu elektrickej hradlovej schémy nasledovne:

1. V ©avej hornej £asti papiera nakreslíme vertikálne £iary pod©a po£tu vstupných

premenných (kaºdá £iara bude predstavova´ jednu premennú).

2. Pre negované vstupné premenné nakreslíme invertor a príslu²nú vertikálnu

£iaru s negovaným vstupným signálom.

3. Kreslíme a ortogonálne prepájame logické hradlá pod©a vzorovej Booleovskej

funkcie.

4. Napokon vizuálne skontrolujeme uzly, názvy vstupov/výstupov a pod.

48



7.1 Vzorový príklad

7.1 Vzorový príklad

Vyberme si Booleovskú funkciu f = A.D + A.B.C + A.B.D. Ide o MDNF jednej

z Karnuaghových máp pre ²tyri premenné z predchádzajúcej kapitoly. Vidíme, ºe

funkciu tvoria tri mintermy, ktoré budeme realizova´ hradlami AND s adekvátnym

po£tom vstupov. Na záver £iastkové výstupy z AND-ov s£ítame v trojvstupovom

hradle typu OR. Výslednú schému vidíme na Obr. 7.2.

&
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A

f

B C D
A

A

B D

D

ABCABC

ABD

1

1

1&

&

Obr. 7.2: Hradlová schéma zvolenej funkcie (36 MOS tranzistorov)

Vidíme, ºe na realizáciu takéhoto obvodu budeme potrebova´ celkovo sedem hradiel.

Ak nakreslíme optimalizovanú verziu vybranej Booleovskej funkcie, taktieº budeme

potrebova´ sedem hradiel, av²ak celkový po£et tranzistorov bude o 22 % niº²í. Ako

vypo£íta´ potrebný po£et tranzistorov sa nau£íme v nasledujúcej kapitole. Výslednú

schému optimalizovanej funkcie vidíme na Obr. 7.3.
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7.1 Vzorový príklad
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Obr. 7.3: Hradlová schéma optimalizovanej funkcie (28 MOS tranzistorov)

Úloha: Navrhnite 1-bitový selektor 2-na-2 na hradlovej úrovni. Neaktívny výs-

tupný kanál bude v logickej jednotke.

Rie²enie: Postup rie²enia príkladu je v podstate zhrnutie doteraj²ích vedomostí

a postupov z predchádzajúcich kapitol. Ako prvé si nakreslíme blokovú schému

(Obr. 7.4), aby sme korektne de�novali a ozna£ili vstupy a výstupy navrhovaného

obvodu. Vstupy do obvodu musia kore²pondova´ so vstupnou £as´ou PT. Následne

na základe slovného zadania a znalosti funk£nosti obvodu selektora z predná²ok

vytvoríme PT (Tab. 7.1).
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7.1 Vzorový príklad

Tab. 7.1: Pravdivostná tabu©ka navrho-

vaného selektora

Ain Aout In0 In1 Out0 Out1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

In0

Ain
Aout

In1

Out0

Out1

Obr. 7.4: Bloková schéma navrhovaného se-

lektora

Nasledujúcim krokom bude vytvorenie K-mapy pre obe výstupné funkcie, vytvore-

nie slu£iek a nájdenie MDNF alebo MKNF. Obe K-mapy sú zobrazené niº²ie na

Obr. 7.5.

Ain

Aout

In0In1

0 0 1 1

1111

1 1 1 1

0110

Out0

Ain

Aout

In0In1

1 1 1 1

1100

0 1 1 0

1111

Out1

Obr. 7.5: Karnaughove mapy pre výstupné funkcie navrhovaného selektora

Výstupné MDNF a MKNF pre navrhovaný selektor sú uvedené v nasledujúcich

rovniciach. Obe výstupné funkcie boli tieº optimalizované pre hardvérovú realizáciu

pomocou hradla NAND, resp. NOR.
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7.1 Vzorový príklad

MDNF : Out0 = Aout+ Ain.In0 + Ain.In1

= Aout.(Ain.In0).(Ain.In1)

Out1 = Aout+ Ain.In0 + Ain.In1

= Aout.(Ain.In0).(Ain.In1)

MKNF : Out0 = (Ain+ Aout+ In1).(Ain+ Aout+ In0)

= (Ain+ Aout+ In1) + (Ain+ Aout+ In0)

Out1 = (Ain+ Aout+ In1).(Ain+ Aout+ In0)

= (Ain+ Aout+ In1) + (Ain+ Aout+ In0)

Ako si môºeme v²imnú´, obe výstupné MDNF obsahujú dve identické slu£ky, a teda

aj mintermy. Bude preto jednozna£ne výhodnej²ie pouºi´ implementáciu MDNF pre

�nálnu schému a zdie©a´ £iastkové výpo£ty pre oba dátové výstupy.

1

Ain
Ain Aout

1

Aout In0
In1

&

&

&Ain.In0

Ain.In1

Out0

& Out1

Obr. 7.6: Hradlová schéma navrhovaného selektora 2-na-2
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7.2 Príklady

7.2 Príklady

Pre vybranú funkciu z predchádzajúcej kapitoly nakreslite schému na hradlovej

úrovni. Majme v²ak na pamäti, ºe kaºdá schéma je originál. Najrozumnej²ie bude,

ke¤ porovnáte vami vytvorené schémy s kolegami a prediskutujte správnos´ rie²e-

nia, preh©adnos´ a £itate©nos´. Niº²ie sú uvedené slovné úlohy z praxe. Rie²ením

týchto príkladov sú schémy na hradlovej úrovni. Ke¤ºe kaºdá schéma je originál,

porovnajte a prediskutujte va²e rie²enie s kolegami alebo cvi£iacimi.

Úloha 1: Navrhnite optimalizovaný odvod na hradlovej úrovni, realizujúci funkciu

f = x2 + 1, pri£om £íslo x bude 4-bitové £íslo.

Úloha 2: Navrhnite optimalizovaný odvod na hradlovej úrovni, realizujúci funkciu

f = x2 + x+ 1, pri£om £íslo x bude 4-bitové £íslo.

Úloha 3: Navrhnite optimalizovaný 1-bitový selektor 2-na-2 na hradlovej úrovni.

Neaktívny kanál bude v logickej nule.

Úloha 4: Navrhnite optimalizovaný komparátor dvoch dvojbitových £ísiel. Výstup

bude v logickej jednotke ak A > B.

Úloha 5: Navrhnite optimalizovaný komparátor dvoch dvojbitových £ísiel. Výstup

bude v logickej jednotke ak A < B.

Úloha 6: Navrhnite optimalizovanú paralelnú násobi£ku dvoch dvojbitových £ísiel.
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Návrh kombina£ných obvodov na

tranzistorovej úrovni

V sú£asnosti je významná vä£²ina integrovaných digitálnych (logických) systémov

na £ipe realizovaných pomocou CMOS technológie. Ide o £ipy pouºívané v rôznych

prenosných a iných zariadeniach � smartfón, TV, po£íta£, tablet, smart hodinky,

naviga£né zariadenia a pod. V roku 2023 bol na trhu dostupný výrobca ponúkajúci

3 nm CMOS technológiu pre hromadnú výrobu integrovaných obvodov. Koncom

roka 2024 je o£akávané spustenie tzv. �risk production� pre 2 nm (20 Å) tech-

nológiu. Len pre ilustráciu, priemer ©udského vlasu má pribliºne 100 µm. Teda

rozmery polovodi£ových ²truktúr na £ipe vyrobenom takouto technológiou majú

rozmery ako keby sme ©udský vlas rozrezali po d¨ºke cca 5000-krát.

Uº sme spomínali, ºe logické hradlá sa skladajú zo základných elektronických sú-

£iastok na £ipe � tranzistorov (typu MOS), ktoré sú �vhodne� zapojené. V tejto

kapitole sa nau£íme, ako zapoji´ MOS tranzistory tak, aby vykonávali zadanú lo-

gickú operáciu £i funkciu. Schéma zobrazujúca obvod sa v takomto prípade nazýva

tranzistorová schéma alebo schéma hradla/obvodu na tranzistorovej úrovni. Ide

o najefektívnej²í spôsob návrhu logických operácií, ale za cenu pracného ru£ného

návrhu s prirodzenými obmedzeniami. Ide nakoniec o akýsi kompromis medzi efek-

tivitou návrhu a £asom potrebným na návrh. Nie je myslite©né, aby sa komplexné

digitálne obvody (napr. CPU jadro 64-bitového moderného procesora) navrhovali

ru£ne na tranzistorovej úrovni, ba ani na hradlovej úrovni. Je zrejmé, ºe takéto ob-

vody sa navrhujú na vy²²ej úrovni abstrakcie � napr. bloková, RTL, sub-systémová

£i systémová úrove¬, kde za pohodlnos´ a spracovate©nos´ ve©kého dizajnu nakoniec

zaplatíme jeho zníºenou výslednou efektivitou.
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7.2 Príklady

Postup rie²enia je ve©mi podobný ako pri h©adaní MDNF a MKNF Booleovskej

funkcie. Zmeny sú v podstate len pri samotnom kreslení schémy a pri zápise výra-

zov pre pull-down £as´ (£as´, ktorá pripája výstup obvodu k nízkej hodnote napätia

� GND). Pri písaní funkcie pre pull-up £as´ (£as´, ktorá pripája výstup obvodu

k vysokej hodnote napätia � VDD) postupujeme ako pri h©adaní MDNF. Slu£ky s

jednotkovými bodmi funkcie prislúchajú tranzistorom typu PMOS a pull-up £asti.

Analogicky, slu£ky s nulovými bodmi funkcie prislúchajú tranzistorom typu NMOS

a pull-down £asti. Pri zápise pull-down funkcie v²ak nulové slu£ky opisujeme, ako

keby i²lo o jednotkové slu£ky. Ide teda o priamy protiklad pri porovnaní s h©adaním

klasickej MKNF. Logický sú£in v Booleovskej funkcii pre pull-up a pull-down £asti je

reprezentovaný tranzistormi zapojenými v sérii, logický sú£et v Booleovskej funkcii

je prekreslený ako tranzistory zapojené paralelne. Schematické zna£ky MOS tranzis-

torov, z ktorých sa skladá výsledné logické hradlo vidíme na Obr. 8.1.

PMOS NMOS

Obr. 8.1: Schematická zna£ka MOS tranzistorov v CMOS technológii

Pred kreslením samotnej tranzistorovej schémy si upravíme výrazy do kompaktnej-

²ieho tvaru a spravíme skú²ku správnosti. V²imnime si, ºe pull-up aj pull-down

£as´ vyºadujú rovnaký po£et premenných, a tým aj tranzistorov. V²etky vstupné

premenné pre pull-up £as´ sú negované a v²etky premenné pre pull-down £as´ sú

bez negácie. V praxi toto pravidlo nemusí plati´, ale v rámci predmetu �Logické

systémy� sa obmedzíme na jednotný tvar premenných. Logický sú£in a sú£et sú

pouºité komplementárne (�do kríºa�). Pri kreslení pull-up £asti nekreslíme inver-

tory pre negované vstupné premenné, pretoºe vyuºijeme komplementárne správanie

PMOS a NOMS tranzistorov. Postup návrhu je nasledovný:
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8.1 Vzorový príklad

1. Vytvoríme pravdivostnú tabu©ku zadanej funkcie.

2. Vytvoríme Karnaughovu mapu a v nej vytvárame slu£ky rovnako ako pri mi-

nimalizácii Booleovských funkcií.

3. Napí²eme výsledné funkcie pre pull-up a pull-down £as´. Pozor pri pull-down

£asti.

4. Skú²ka správnosti získaných výrazov (negácie, operácie, po£et písmen at¤.).

5. Nakreslíme tranzistorovú schému pre získané výrazy z predchádzajúceho kroku.

Negácie pre PMOS £as´ nekreslíme.

6. Skontrolujeme výslednú schému � napájanie, zem, vstupy, výstupy, uzly.

8.1 Vzorový príklad

Úloha: Navrhnite hradlo na tranzistorovej úrovni v CMOS technológii vykonáva-

júce funkciu f = A.B + C.

Rie²enie: Vytvoríme PT (Tab. 8.1), nakreslíme K-mapu a vytvoríme slu£ky (Obr. 8.2).

Slu£ky jednotkových bodov predstavujú zápis pull-up £asti hradla, slu£ky nulových

bodov reprezentujú pull-down £as´.

Tab. 8.1: Pravdivostná tabu©ka navrho-

vaného hradla

A B C f
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

A

BC

0 0 11

00 01

Obr. 8.2: Karnaughova mapa navrho-

vaného hradla
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8.1 Vzorový príklad

Pull-Up: PU = MDNF = A.C +B.C = C.(A+B)

Pull-Down: PD = C + A.B

A

A

B

B

C

C

Y

Vdd

GND

Obr. 8.3: Jedna z moºných schém zapojenia hradla funkcie f = A.B + C

Opä´ platí, ºe moºností pre nákres výslednej tranzistorovej schémy (Obr. 8.3) môºe

by´ nieko©ko. V pull-down £asti by sme mohli prehodi´ tranzistory A a B (lebo

platí komutatívny zákon) alebo v pull-up £asti by sme mohli prehodi´ tranzistor C

a paralelný spoj tranzistorov (A + B) medzi VDD a výstupom. Napriek viacerým

moºnostiam vnútorného zapojenia dostávame stále navonok rovnaké správanie ob-

vodu. Výstupný uzol je v závislosti od okamºitých hodnôt vstupných premenných

�potiahnutý� bu¤ k zemi GND (výstup bude v logickej nule), alebo k napájaniu

VDD (výstup bude v logickej jednotke). Ak by sme chceli pôvodnú funkciu re-

alizova´ na hradlovej úrovni, potrebovali by sme jedno dvojvstupové hradlo AND

pre realizáciu A.B (6 tranzistorov) a následne ¤al²ie dvojvstupové hradlo NOR (4

tranzistory) pre premennú C a £iastkový výpo£et hradla AND. Spolu ide teda o 10

tranzistorov: 6TAND + 4TNOR. Ke¤ porovnáme 6 tranzistorov potrebných pri re-

alizácii obvodu priamo na tranzistorovej úrovni versus 10 tranzistorov na hradlovej

úrovni, dostávame aº 40 %-nú úsporu po£tu tranzistorov!
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8.1 Vzorový príklad

Len pre predstavu, pri moderných dizajnoch digitálnych systémov na £ipe s desiat-

kami miliárd tranzistorov na jedinom £ipe má zmysel ²etri´ jednotky aº desatiny

percent úspory, nako©ko v absolútnych £íslach ide o relevantný po£et tranzistorov,

ktoré môºu významne zvý²i´ plochu (a cenu) £ipu £i spotrebu energie.

Úloha: Navrhnite na tranzistorovej úrovni v CMOS technológii hradlo vykonáva-

júce funkciu majority troch bitov f = A.B + A.C +B.C.

Rie²enie: Kedºe v CMOS technológii sa priamo vyjadrujú negované Booleovské

funkcie, za£neme realizova´ funkciu f . PT je zapísaná v Tab. 8.1 a prislúchajúca

K-mapa je na Obr. 8.4.

Tab. 8.2: Pravdivostná tabu©ka navrho-

vaného hradla

A B C f
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

A

BCf

1 0 11

00 01

Obr. 8.4: Karnaughova mapa navrho-

vaného hradla

Pull-Up: PU = A.B + A.C +B.C = A.(B + C) +B.C

Pull-Down: PD = A.B +B.C + A.C = A.(B + C) +B.C

Funkcie pre pull-up a pull-down £asti hradla umoº¬ujú iba vy¬atie jednej vybranej

premennej pred zátvorku, £ím u²etríme spolu dva tranzistory. Tranzistorová schéma

je zobrazená na Obr. 8.5.
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8.1 Vzorový príklad

B

B C

C

A

f

Vdd

GND

A

B

C

C

B

f

Obr. 8.5: Jedna z moºných schém zapojenia hradla majorita 2-z-3

Na dokon£enie schémy zapojíme e²te dva tranzistory ako invertor, aby sme dosiahli

na výstupe hradla poºadovaný tvar funkcie f . Keby sme danú funkciu majority

troch bitov navrhovali na hradlovej úrovni, potrebovali by sme tri dvojvstupové

hradlá AND (3 x 6 tranzistorov) a jedno trojvstupové hradlo OR (8 tranzistorov).

Spolu to teda je 26 MOS tranzistorov, kým návrh na tranzistorovej úrovni vyºaduje

iba 12 MOS tranzistorov. Ak porovnáme tieto dve £ísla, dostávame takmer 54 %-nú

úsporu po£tu potrebných sú£iastok.
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8.2 Príklady

8.2 Príklady

Úloha 1: Navrhnite na tranzistorovej úrovni v CMOS technológii elementárne

hradlo operácie NAND a NOR pre dve, tri a ²tyri premenné.

Úloha 2: Odvo¤te z nich hradlá AND a OR.

Úloha 3: Nakreslite tranzistorovú schému pre uvedené Booleovské funkcie a vypo£í-

tajte percentuálnu úsporu po£tu tranzistorov oproti realizácii na hradlovej úrovni.

Ide o príklady z beºných cvi£ení. Nako©ko sa pri návrhu na tranzistorovej úrovni

obmedzujeme jednotným tvarom vstupných premenných, po£et príkladov je tieº

obmedzený. Skúste v²ak navhnú´ hradlo na tranzistorovej úrovni pre ©ubovo©nú

funkciu a prípadné potrebné negácie vstupných premenných môºeme vytvori´ kla-

sickým invertorom zloºeným z dvoch extra tranzistorov. Svoje rie²enie porovnajte

s kolegami, prípadne prediskutujte s cvi£iacimi.

f1 = A.B + C

f2 = (A+B).C

f3 = (A+B).C

f4 = A.B + C

f5 = (A+B).C.D

f6 = (A+B).(C +D)

f7 = (A+B + C).D

f8 = A.B + C +D

f9 = A.B + C.D

f10 = A.B.C +D

f11 = B.(A+ C +D)

f12 = A.B.(C +D)

60



Pamä´ové elementy

Preklápací obvod (anglicky ��ip-�op�) je ²peciálny typ digitálneho (logického) ob-

vodu. Slúºi ako pamä´ový prvok pouºívaný v sekven£ných logických obvodoch,

ktorého £innos´ je riadená pomocou hrany hodinového signálu. S taktom hodi-

nového signálu sa teda do tohto pamä´ového obvodu periodicky zapisuje konkrétna

vstupná logická hodnota, ktorá je taktieº kopírovaná na jeho výstup. Preklápacích

obvodov existuje nieko©ko druhov, pod©a spôsobu ich operácie. My sa zoznámime

s preklápacími obvodmi typu JK, T a D. Najznámej²í a najpouºívanej²í z nich je

preklápací obvod typu D, ve©mi £asto nazývaný aj ako register.

Najprv si v²ak predstavme najjednoduch²í a základný obvod, ktorý obsahuje pamä-

´ovú funkciu. Ide o tzv. SR alebo RS obvod. V anglickej literatúre sa ve©mi £asto

ozna£uje aj ako SR/RS latch. Obvody typu latch (slovenský preklad je �záchytný

register�) tieº disponujú pamä´ovou funkciou, ale namiesto na hranu reagujú na

úrove¬ synchroniza£ného hodinového signálu. V praxi sa pouºívajú len ve©mi výni-

mo£ne, prípadne v ²peciálnych prípadoch. Ke¤ºe RS obvod nie je synchronizovaný

hranou hodinového signálu, nemôºeme ho nazýva´ preklápací obvod. RS latch obvod

(na trhu predávaný ako integrovaný obvod 74LS279) tvoria dve hradlá typu NAND

alebo typu NOR zapojené do vzájomnej spätnej väzby (Obr. 9.1), v¤aka ktorej

získavame najjednoduch²iu funkciu pamäte. Detajlnej²í opis návrhu, vlastností a

£innosti RS obvodu je sú£as´ou predná²ok. Na jednoduchom RS latch obvode sú

vybudované ¤al²ie zloºitej²ie pamä´ové latch a preklápacie obvody typu JK, T, £i

D. K základnému RS obvodu sú v takom prípdade pridávané ¤al²ie logické hradlá

na roz²í²enie nových funkcií a parametrov obvodu. Aj ke¤ kaºdý typ preklápacieho

obvodu obsahuje pamä´ovú funkciu, odli²ujú sa v²ak funkciou zápisu do pamäte.
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8.2 Príklady

Od jednoduchého RS obvodu, ktorý vie pamä´ nastavi´ do logickej jednotky (funkcia

set), ¤alej nastavi´ ju do logickej nuly (funkcia reset) alebo si zapamäta´ predchádza-

júcu hodnotu, aº po D preklápací obvod, ktorý funguje ako skuto£ný register pre

vstupné dáta, av²ak je obvodovo najzloºitej²í. V praxi sa naj£astej²ie stretneme

práve s preklápacími obvodmi typu D a JK. Ob©úbenos´ D preklápacieho obvodu je

daná jednoduchos´ou návrhu N-bitového registra. Obvod JK je ob©úbený z viacerých

dôvodov. Ide o druhý najjednoduch²í pamä´ový obvod s mnoºstvom funkcií. �al²ou

výhodou je, ºe aj napriek dvom riadiacim vstupným signálom býva pridruºená kom-

bina£ná logika pre JK obvod zvä£²a jednoduch²ia ako pre iné pamä´ové obvody

v¤aka jeho tabu©ke prechodov.
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Obr. 9.1: Zapojenie SR/RS obvodu pomocou hradiel NAND a NOR

Funkcie reset a set (niekedy aj clear a preset) ostávajú vyuºívané v zloºitej²ích pre-

klápacích obvodoch pre prepísanie pamäte logickou nulou lebo logickou jednotkou.

Tieto funkcie môºu by´ aktivované synchrónne (podriadené hodinovému signálu)

alebo asynchrónne (nepodriadené hodinovému signálu). Opis vlastností a moºností

oh©adom problematiky funkcií set a reset v²ak presahuje rozsah a ú£el tohto u£eb-

ného textu. Kaºdopádne reset a set sú vstupné riadiace signály, ktoré synchrónne

alebo asynchrónne umoº¬ujú prepísa´ pamä´ predde�novanou logickou hodnotou

(pre reset je to logická nula, pre set je to logická jednotka).

Obr. 9.2 zobrazuje schematické zna£ky najpouºívanej²ích preklápacích obvodov. Ide

o uº spomínaný preklápací obvod JK, synchronizovaný dobeºnou hranou hodín spolu

s asynchrónnym setom a resetom, na trhu predávaný ako obvod 74HC112. Preklá-

pací obvod typu T dostaneme, ak JK obvodu skratujeme vstupy J a K.
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8.2 Príklady

Stretnú´ sa s ním v²ak môºeme aj pri návrhu integrovaných obvodov £i pri návrhu

programovate©ných digitálnych obvodov napr. FPGA. Obvod s ozna£ením 74HC74

(alebo tieº 74HC273 £i 74HC574) predstavuje klasický D preklápací obvod (jed-

nobitový register) synchronizovaný nábeºnou hranou hodinového signálu spolu s

asynchrónnym setom a resetom. Skúste zisti´ z dokumentácie obvodov, ako budú

reagova´ dané obvody, ak by sme aktivovali funkcie set a reset naraz. Prediskutujte

to s kolegami.

J
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Q

QC

K
T Q

QC

D Q

QC

S

R

S

R

Obr. 9.2: Schematické zna£ky najpouºívanej²ích preklápacích obvodov

Problematika pamä´ových obvodov je príli² zloºitá a rozsiahla pre túto publikáciu.

Viac informácií sa môºete dozvedie´ na predná²kach, prípadne nájdete informácie v

literatúre a online priestore.
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9.1 Vzorový príklad

9.1 Vzorový príklad

Úloha: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre T preklápací

obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnym resetom ak-

tivovaným logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Rie²enie:

T Q

QC

R

R

Reset

CLK

T

Q
T=0 T=1 T=1 T=1 T=1 T=1

Obr. 9.3: Schematická zna£ka a £asové priebehy signálov T preklápacieho obvodu

Pri prvej nábeºnej hrane hodinového signálu sa preklápací obvod vyresetuje, aby sme

v pamäti mali známu hodnotu bez oh©adu na to, v akom stave bola pamä´ predtým

(napr. pri zapnutí napájania sa do pamäte zapí²e náhodná a pre nás neznáma hod-

nota). Z tohto dôvodu pamä´ resetujeme � nastavíme výstup pamä´ového obvodu

do nuly. Pri druhej nábeºnej hrane hodín je reset neaktívny (je v logickej jednotke).

Riadiaci vstup T = 0, preto sa predchádzajúci stav neneguje a ostáva v nule. Na

tretí a kaºdý ¤al²í hodinový cyklus je T = 1. Predchádzajúci stav, resp. hodnota na

výstupe obvodu bude preto pri kaºdej nábeºnej hrane hodinového signálu negovaná.
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9.1 Vzorový príklad

Úloha: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre JK preklápací

obvod synchronizovaný dobeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnou funkciou re-

set aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Rie²enie:

 J Q

QC

R

R

Reset

CLK

J

Q
JK=00 JK=10 JK=01 JK=11

K

K

JK=11
Memory Jump Kill Toggle Toggle

Obr. 9.4: Schematická zna£ka a £asové priebehy signálov JK preklápacieho obvodu

Pri prvej dobeºnej hrane hodinového signálu dochádza ku synchrónnemu resetu. Pri

druhej dobeºnej hrane sa bude pamäta´ predchádzajúca hodnota v pamäti obvodu

� nula z resetu. Pri tretej dobeºnej hrane hodinového signálu je aktivovaná funkcia

�Jump�, teda výstup sa nastaví do stavu logickej jednotky. Pri ²tvrtej hrane hodi-

nového signálu je aktivovaná funkcia �Kill�, preto bude výstup obvodu vynulovaný.

Pri piatej a ²iestej hrane hodín je aktivovaná funkcia preklopenia pôvodneho stavu,

teda pôvodná nula sa stane jednotkou.
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9.1 Vzorový príklad

Úloha: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre D preklápací

obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu s asynchrónnou funkciou set

aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Rie²enie:

D Q

QC

SS

Set

CLK

D

Q
D=0 D=1 D=0 D=0Set D=0 D=0

Obr. 9.5: Schematická zna£ka a £asové priebehy signálov D preklápacieho obvodu

Kedºe tento obvod obsahuje asynchrónny set, musíme demon²trova´ jeho aktivovanie

mimo synchronizácie hodinovým signálom. Na úplnom za£iatku (t = 0) je obvod v

asynchrónnom sete, teda výstup pamäte bude nastavený do stavu logickej jednotky.

Pri druhej nábeºnej hrane hodinového signálu zapisujeme na výstup obvodu logickú

nulu. Pri tre´om cykle hodinového signálu zapí²eme logickú jednotku. Nasleduje

zápis nuly a pred piatym hodinovým cyklom sa aktivuje asynchrónny set, ktorý

(asynchrónne) nastaví výstup obvodu do logickej jednotky. Piaty, ²iesty a siedmy

cyklus zapí²u do pamä´e logickú nulu.
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9.2 Príklady

9.2 Príklady

V²etky uvedené £asové priebehy sú len jednou z mnohých správnych moºností.

Opä´ platí, ºe tieto úlohy majú mnoho rôznych správnych rie²ení. Je môºné zvoli´

©ubovo©né poradie demon²trácie funkcií preklápacieho obvodu.

Úloha 1: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre JK preklá-

pací obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu s asynchrónnou funkciou

reset aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Úloha 2: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre D preklápací

obvod synchronizovaný dobeºnou hranou hodín, spolu s asynchrónnou funkciou set

aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.
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9.2 Príklady

Úloha 3: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre T preklápací

obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnou funkciou re-

set aktivovanou logickou jednotkou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Úloha 4: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre JK preklá-

pací obvod synchronizovaný dobeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnou funkciou

set aktivovanou logickou jednotkou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.
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9.2 Príklady

Úloha 5: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre D preklápací

obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu s asynchrónnou funkciou re-

set aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Úloha 6: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre T preklápací

obvod synchronizovaný dobeºnou hranou hodín, spolu s asynchrónnou funkciou set

aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.
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9.2 Príklady

Úloha 7: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre JK preklá-

pací obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnou funkciou

reset aktivovanou logickou jednotkou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Úloha 8: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre D preklápací

obvod synchronizovaný dobeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnou funkciou set

aktivovanou logickou jednotkou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.
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9.2 Príklady

Úloha 9: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre T preklápací

obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu s asynchrónnou funkciou re-

set aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Úloha 10: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre JK preklá-

pací obvod synchronizovaný dobeºnou hranou hodín, spolu s asynchrónnou funkciou

set aktivovanou logickou nulou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.
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9.2 Príklady

Úloha 11: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre D preklápací

obvod synchronizovaný nábeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnou funkciou reset

aktivovanou logickou jednotkou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.

Úloha 12: Nakreslite schematickú zna£ku a priebeh signálov v £ase pre T preklápací

obvod synchronizovaný dobeºnou hranou hodín, spolu so synchrónnou funkciou set

aktivovanou logickou jednotkou. Demon²trujte v²etky funkcie obvodu.
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Ekvivalencia a redukcia stavov

kone£ných stavových automatov

Tak, ako sme boli motivovaní pomocou matematiky ²etri´ hradlá alebo tranzistory

pri návrhu kombina£ných obvodov, rovnako sa snaºíme pomocou matematiky mi-

nimalizova´ rozsah potrebných prostriedkov pri návrhu sekven£ných logických ob-

vodov, konkrétne v tejto kapitole pamä´ového priestoru v rámci kone£ného stavového

automatu. Kaºdý kone£ný stavový automat (anglicky Finite State Machine � FSM)

alebo len �automat� má vnútorné stavové premenné a výstupné premenné, ktoré sú

naj£astej²ie uloºené v registroch. Kone£ný stavový automat je £astokrát implemen-

tovaný aj pri klasickom programovaní, pri£om dáta sú vtedy ukladané va£²inou v

opera£nej pamäti typu RAM. Predstaveným postupom v tejto kapitole sa nau£íme

zredukova´ po£et stavov (a prechodov) pri zachovaní správnej a nezmenenej pôvod-

nej funkcie FSM. Uvedený algoritmus môºeme pouºi´ pri redukcii stavových au-

tomatov implementovaných do hardvéru, ale aj pri softvérovej implementácii.

Pri návrhu FSM naj£astej²ie pracujeme so stavovým diagramom, kde si ru£ne za-

de�nujeme predstavu o po£te stavov a podmienkach prechodov medzi nimi. Je

v²eobecne známe, ºe ru£ný návrh nie je najefektívnej²í, nako©ko pri ¬om môºu

vzniknú´ napr. redundantné stavy a s nimi aj redundantné prechody, ktoré sa po£as

redukcie snaºíme zlú£i´. Redukcia stavov FSM £asto priná²a zlú£enie stavov, ktoré

na prvý poh©ad nevyzerajú by´ ekvivalentné. Ide o prirodzenú motiváciu uklada´

do pamäte £o najmen²í po£et bitov stavových premenných.

Proces redukcie je postavený na práci s tabu©kou prechodov. Ako prvý krok si

rozdelíme stavy pod©a hodnoty výstupných dát. V podstate zdruºíme do mnoºín

stavy, ktoré generujú rovnaký výstup.
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9.2 Príklady

Dostaneme tak ideálnu úrove¬ redukcie, pretoºe vytvoríme minimálny moºný po£et

mnoºín � jednu mnoºinu stavov pre kaºdú unikátnu výstupnú hodnotu. Skupina

týchto mnoºín stavov sa nazýva prvá trieda ekvivalencie � E1. V neskor²ích krokoch

redukovania sa budú tieto mnoºiny rozklada´ na viacero men²ích, pri£om budeme

zvy²ova´ úrove¬ triedy ekvivalencie popri kontrole prechodov v triede ekvivalencie o

úrove¬ niº²ie. Kontrolujeme, £i sú cie©ové stavy prechodov príslu²ných overovaných

stavov v spolo£nej mnoºine. Toto pravidlo musí by´ splnené pre kaºdý hodnotu

výstupu (logická nula aj logická jednotka). Ak kontrolovaná dvojica stavov nesp¨¬a

podmienky ekvivalencie, nebude moºné ich v danej triede ekvivalnecie udrºa´ spolu

v jednej mnoºine. Dôjde preto k rozdeleniu jednej mnoºiny na ¤al²ie men²ie. Pri

ur£itej triede ekvivalencie v²ak uº nedôjde k ºiadnej zmene v zápise mnoºín stavov.

V takejto situácii môºeme postup redukcie ukon£i´, pretoºe v²etky nasledujúce triedy

by vyzerali rovnako ako predchádzajúce. Takto vytvorené mnoºiny ekvivalentných

(pôvodných) stavov predstavujú nové stavy a vzniká nový, zredukovaný automat.

Tento zapí²eme do tabu©ky prechodov a nakreslíme výsledný zredukovaný stavový

diagram.

Postup by sme mohli zhrnú´ nasledovne:

1. Získame tabu©ku prechodov automatu.

2. Rozdelíme stavy do mnoºín pod©a hodnôt výstupnej funkcie � vzniká trieda

ekvivalencie E1.

3. Kontrolujeme celistvos´ vy²²ej triedy ekvivalencie (E2) pomocou kontroly ekvi-

valencie prechodov v rámci niº²ej mnoºiny (E1).

4. Zvy²ujeme triedu ekvivalencie dovtedy, kým Ei+1 = Ei.

5. Kaºdá mnoºina ekvivaletných pôvodných stavov predstavuje jeden nový stav

v redukovanom automate.

6. Prepí²eme starú tabu©ku prechodov do novej, zredukovanej tabu©ky.

7. Nakreslíme diagram stavov zredukovaného automatu.
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10.1 Vzorový príklad

Kaºdopádne, uvedený postup je ve©mi algoritmický a mechanicky ©ahko vykonate©ný.

Pre príklady v rámci predmetu �Logické systémy� sa obmedzíme iba na jeden,

maximálne dva bity vstupných dát. Ide nám o ru£ný zápis na papier. V praxi

by sme samozrejme vyuºili softvér postavený na opísanom alebo podobnom algo-

ritme. Takýto softvér dokáºe redukova´ automaty s výrazne vä£²ou ²írkou slova a

mnoºstvom stavov a prechodov.

10.1 Vzorový príklad

Úloha: Zredukujte stavový automat de�novaný v Tab. 10.1. Nakreslite diagram

zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

Rie²enie: Môºeme vytvori´ prvú triedu ekvivalencie � E1. Pri poh©ade na tabu©ku

vidíme dva vzory výstupov. Prvá skupina stavov generuje výstup {0 0} a druhá

skupina stavov generuje výstup {1 1}.

Tab. 10.1: De�nícia prechodov a výstupných hodnôt stavového automatu

IN = 0 IN = 1
A B / 0 D / 0
B D / 1 A / 1
C F / 0 D / 0
D E / 0 D / 0
E F / 0 D / 0
F D / 1 C / 1

Teraz môºeme zapísa´ triedu ekvivalencie E1. Následne budeme kontrolova´ vy²²iu

úrove¬ triedy ekvivalencie pre v²etky moºné kombinácie stavov v rámci jednej mnoºiny.

V tomto prípade máme dve mnoºiny stavov, kde prvá obsahuje celkom ²est unikát-

nych kombinácií a druhá obsahuje iba jednu kombináciu.

E1 = {{A,C,D,E}{B,F}}
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10.1 Vzorový príklad

Vytvoríme vy²²iu triedu ekvivalencie E2 tak, ºe vy²etríme ekvivalenciu stavov pre

v²etky moºné kombinácie v rámci mnoºín stavov E1:

A E2 C : (B E1 F ) ∧ (D E1 D) → A E2 C

A E2 D : (B ��E1 E) ∧ (D E1 D) → A ��E2 D

A E2 E : (B E1 F ) ∧ (D E1 D) → A E2 E

C E2 D : (F ��E1 E) ∧ (D E1 D) → C ��E2 D

C E2 E : (F E1 F ) ∧ (D E1 D) → C E2 E

D E2 E : (E ��E1 F ) ∧ (D E1 D) → D ��E2 E

B E2 F : (D E1 D) ∧ (A E1 C) → B E2 F

Zo zápisu vidíme, ºe stav D nie je E2 ekvivalentný so ºiadnym £lenom mnoºiny, a

teda príslu²ná mnoºina sa bude rozde©ova´. Trieda ekvivalencie E2 je de�novaná

nasledovne:

E2 = {{A,C,E}{D}{B,F}}

Opä´ vy²etríme vy²²iu triedu, teda E3.

A E3 C : (B E2 F ) ∧ (D E2 D) → A E3 C

A E3 E : (B E2 F ) ∧ (D E2 D) → A E3 E

C E3 E : (F E2 F ) ∧ (D E2 D) → C E3 E

B E3 F : (D E2 D) ∧ (A E2 C) → B E3 F

Pri kontrole tretej triedy ekvivalencie nedo²lo k ºiadnemu prípadu neekvivalencie a

nedo²lo teda k zmene zápisu mnoºín. Je splnená podmienka ukon£enia redukovania

automatu, nako©ko E3 = E2 = E.

E3 = {{A,C,E}{D}{B,F}} = E
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10.1 Vzorový príklad

Finálny zredukovaný automat bude vyºadova´ iba tri stavy namiesto ²estich pôvod-

ných. Prvá mnoºina stavov {A, C, E} bude v novom automate nazvaná ako stav

S1. Druhá mnoºina stavov je v podstate iba pôvodný stav D, a teda S2 v novom

automate. Tretia mnoºina je tvorená stavmi B a F, resp. v novom automate

to bude nový stav s názvom S3. Nová tabu©ka stavov automatu je uvedená v

Tab. 10.2. Postup prepisu zredukovaného automatu do tabu©ky nových stavov je de-

tailne vysvetlený na predná²kach, ale v princípe môºeme �nálny zápis mnoºín E po-

vaºova´ za akýsi �prekladový slovník�. Môºeme teda pracova´ s pôvodnou tabu©kou

a pouºi´ prekladový slovník pre zápis novej tabu©ky. Pôvodný stav A sa po novom

bude vola´ S1. Pri vstupe v logickej nule dôjde k prechodu do stavu B s výstupom

v nule. Stav B sa po novom volá S3 a výstup môºme opísa´. Pri vstupe v logickej

jednotke dôjde k prechodu do stavu D s výstupom v logickej nule, £o je v novom

automate stav S2 a výstup bude opä´ identický. Nasledujúci riadok v novej tabu©ke

je pre stav S2, ten je v pôvodnej tabu©ke ozna£ený ako stav D a prechody má E/0

a D/0. Preto po novom sa tieto prechody zapí²u ako S1/0 a S2/0. Posledný riadok

pre stav S3 je v pôvodnej tabu©ke stav B alebo F. Je jedno, ktorý stav si zvolíme.

Ak sme v postupe nespravili chybu, musia v²etky moºnosti vyprodukova´ identický

zápis v novej tabu©ke. V tomto príklade sme si zvolili stav B. Ten má prechody

de�nované ako D/1 a A/1. Prepis pomocou �slovníka� do novej tabu©ky je preto

S2/1 a S1/1. Pod©a novej tabu©ky stavov (Tab. 10.2) môºeme následne nakresli´

stavový diagram redukovaného automatu � Obr. 10.1.

Tab. 10.2: De�nícia zredukovaného

stavového automatu

IN = 0 IN = 1
S1 S3 / 0 S2 / 0
S2 S1 / 0 S2 / 0
S3 S2 / 1 S1 / 1 Obr. 10.1: Stavový diagram automatu

po redukcii
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10.1 Vzorový príklad

Úloha: Zredukujte stavový automat de�novaný na Obr. 10.2. Nakreslite diagram

zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

Rie²enie: Pri redukcii potrebujeme najprv získa´ tabu©ku stavov. Tvorba tabu©ky z

diagramu je intuitívny postup a ide vlastne o textový ekvivalent diagramu. Tabu©ka

automatu pod©a obrázka je uvedená v Tab. 10.1.

Tab. 10.3: Odvodená tabu©ka stavového

automatu

IN = 0 IN = 1
A D / 1 C / 0
B D / 0 A / 1
C E / 0 B / 1
D D / 1 B / 0
E D / 0 E / 0 Obr. 10.2: Zadaný diagram stavového

automatu

Teraz môºeme zapísa´ triedu ekvivalencie E1 do tvaru.

E1 = {{A,D}{B,C}{E}}

Vy²etríme ekvivalenciu stavov v rámci vy²²ej triedy, teda E2.

A E2 D : (D E1 D) ∧ (C E1 B) → A E2 D

B E2 C : (D ��E1 E) ∧ (A ��E1 B) → B ��E2 C

E E2 E : (D E1 D) ∧ (E E1 E) → E E2 E

Zo zápisu vidíme, ºe stavy B a C nie sú E2 ekvivalentné, a teda mnoºina sa bude

rozklada´. Posledná kontrola je len pre úplnos´, pretoºe je zrejmé, ºe stav E bude

ekvivalentný sám so sebou. Uvedieme teda E2 v mnoºinovom zápise.

E2 = {{A,D}{B}{C}{E}}
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10.2 Príklady

Následne vy²etríme ekvivalentné stavy v rámci ¤al²ej triedy ekvivalencie, teda E3

A E3 D : (D E2 D) ∧ (C ��E2 B) → A ��E3 D

B E3 B : (D E2 E) ∧ (A E2 B) → B E3 B

C E3 C : (D E2 D) ∧ (E E2 E) → C E3 C

E E3 E : (D E2 D) ∧ (E E2 E) → E E3 E

E3 = {{A}{B}{C}{D}{E}}

Vidíme, ºe v²etky mnoºiny z pôvodnej triedy E1 sa nám postupne rozdelili a vlastne

sme sa vrátili do zápisu pôvodného automatu, kde je kaºdý stav uvedený samostatne.

Inými slovami, daný automat uº nie je viac redukovate©ný, a teda nedokáºeme viac

zlú£i´ stavy a automat je uº v najefektívnej²om tvare.

10.2 Príklady

Úloha 1: Zredukujte stavový automat de�novaný v tabu©ke na obrázku. Nakreslite

diagram zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

IN = 0 IN = 1
A B / 0 C / 0
B C / 1 F / 1
C E / 0 A / 0
D B / 0 D / 0
E A / 1 F / 1
F E / 0 B / 0

Redukovaný automat:

IN = 0 IN = 1
S1 S3 / 0 S1 / 0
S2 S3 / 0 S3 / 0
S3 S1 / 1 S3 / 1

79



10.2 Príklady

Úloha 2: Zredukujte stavový automat de�novaný na obrázku. Nakreslite diagram

zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

Redukovaný automat:

IN = 0 IN = 1
S1 S3 / 0 S3 / 0
S2 S1 / 1 S4 / 1
S3 S2 / 1 S3 / 0
S4 S3 / 1 S3 / 0

Úloha 3: Zredukujte stavový automat de�novaný v tabu©ke. Nakreslite diagram

zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

IN = 0 IN = 1
A B / 0 D / 0
B D / 1 A / 1
C F / 0 D / 0
D E / 0 D / 0
E F / 0 D / 0
F D / 1 C / 1

Redukovaný automat:

IN = 0 IN = 1
S1 S3 / 0 S2 / 0
S2 S1 / 0 S2 / 0
S3 S2 / 1 S1 / 1

Úloha 4: Zredukujte stavový automat de�novaný v tabu©ke. Nakreslite diagram

zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

IN = 0 IN = 1
A B / 0 C / 0
B C / 1 B / 0
C D / 1 C / 0
D F / 0 B / 0
E F / 0 C / 0
F A / 0 E / 1

Automat nie je redukovate©ný.
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Úloha 5: Zredukujte stavový automat de�novaný v tabu©ke. Nakreslite diagram

zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

IN = 0 IN = 1
A B / 1 F / 1
B A / 0 E / 0
C F / 1 B / 1
D B / 0 G / 0
E F / 0 G / 0
F C / 0 D / 0
G E / 0 G / 0

Redukovaný automat:

IN = 0 IN = 1
S1 S2 / 1 S2 / 1
S2 S1 / 0 S3 / 0
S3 S2 / 0 S4 / 0
S4 S3 / 0 S4 / 0

Úloha 6: Zredukujte stavový automat de�novaný na obrázku. Nakreslite diagram

zredukovaného automatu a napí²te novú tabu©ku prechodov automatu.

Automat nie je redukovate©ný.

Ke¤ºe v²etky návrhy stavových automatov sú s jednobitovým vstupom, z kaºdého

stavu musí vies´ presne jeden prechod pre prípad vstupu v logickej nule a druhý pre-

chod pre prípad vstupu v logickej jednotke. Cie©ový stav je v podstate ©ubovo©ný.

Preto si môºeme vyskú²a´ vytvori´ ¤al²ie príklady povedzme so ²es´ alebo sedem

stavovým automatom a náhodne si nakresli´ prechody a názvy stavov v diagrame

alebo priamo do tabu©ky stavov. Pri kreslení diagramu v²ak musíme dodrºa´, ºe

z kaºdého stavu musia vies´ presne dva prechody von: jeden pre IN = 0 a druhý

pre IN = 1. Výstupné hodnoty k jednotlivým prechodom si môºete opä´ vymyslie´

©ubovo©ne, ale aj táto vo©ba ovplyv¬uje moºnosti redukcie automatu (kvôli E1).
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Návrh kone£ných stavových

automatov

Návrh Mealyho kone£ného stavového automatu (FSM) v podstate pozostáva z návrhu

kombina£nej £asti, ktorá na základe aktuálnych vstupov a stavu v pamäti vy-

po£íta aktuálne budiace premenné (nasledujúci stav) a aktuálny výstup. Pri návrhu

Moorovho automatu navrhujeme dva bloky kombina£nej logiky. Jeden kombina£ný

blok bude pre výpo£et budiacich premenných, druhá kombina£ná £as´ slúºi pre

výpo£et výstupnej funkcie, resp. výstupných hodnôt len na základe aktuálnych

stavových premenných. Zameriame sa na návrh Mealyho automatu, nako©ko jeho

návrh je vä£²inou jednoduch²í.

Berme do úvahy stavové diagramy z predchádzajúcej kapitoly. Av²ak namiesto názvu

stavov A, B, C at¤. budeme pracova´ s logickými nulami a jednotkami. Názov

stavu �A� je v podstate len symbolické (pre ©udí £itate©né) ozna£enie pre binárny

kód uloºený v registri vo forme stavovej premennej. Stav �B� a v²etky ostatné sú

tieº v skuto£nosti len unikátna binárna hodnota zapísaná do pamä´ovej £asti. Pred-

stavme si ©ubovo©ný stavový diagram s 10 stavmi. Na pokrytie 10 stavov bude

musie´ pamä´ová £as´ (tvorená preklápacími obvodmi, resp. registrom) obsahova´

minimálne 4 bity, ak pouºijeme priamy binárny kód. Pri niektorých zloºitej²ích

návrhoch sa nepouºíva systém kódovania s hustotou 2N , ale napríklad tzv. �one-

hot� kódovanie stavov, ktoré má hustotu N stavov pri N bitoch.

Postup návrhu sa opiera o prácu s mierne komplexnej²ou pravdivostnou tabu©kou �

tzv. tabu©kou stavov. V nej bude zaznamenaný poºadovaný prechod medzi stavmi,

výstupná funkcia a potom návrh kombina£nej £asti pre výpo£et budiacich premen-

ných pod©a zvoleného typu preklápacieho obvodu.
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10.2 Príklady

Kombina£ná £as´ zabezpe£ujúca výpo£et budúceho stavu (budiace premenné) musí

totiº by´ prispôsobená diagramu a zárove¬ aj funkcii pamä´ového elementu.

Nutný základ je tzv. tabu©ka prechodov pre jednotlivé preklápacie obvody. Tá je

zapísaná v Tab. 11.1. Stav �X� zna£í stav, na ktorom nezáleºí. Ide o stav, ktorý

v Karnaughovej mape môºeme vyuºi´ raz ako logickú nulu a druhý raz ako logickú

jednotku, pod©a toho, ako nám to v danom momente vyhovuje. Túto moºnos´

vyuºijeme pri tvorbe slu£iek po£as h©adania MDNF alebo MKNF h©adanej funkcie.

Totiº, bunky K-mapy s ozna£ením �X� môºu zásadným spôsobom ovplyvni´ min-

imalizáciu Booleovskej funkcie. S pouºívaním stavu �X� sme sa mohli stretnú´ na

hodinách cvi£ení minimalizácie B-funkcií.

Tab. 11.1: Tabu©ka prechodov pre v²etky typy preklápacích obvodov

Qt−1 Qt SR JK T D
0 0 0X 0X 0 0
0 1 10 1X 1 1
1 0 01 X1 1 0
1 1 X0 X0 0 1

Tabu©ka 11.1 by sa dala interpretova´ nasledovne. V ©avej £asti tabu©ky pre-

chodov máme prechody jedného bitu pamäte. Ide o prechod pamäte z �predchádza-

júceho/starého� do �nasledujúceho/nového� stavu. Ke¤ºe máme dva st¨pce, celkovo

to bude znamena´ ²tyri moºné kombinácie prechodov medzi stavmi. Na pravej strane

tabu©ky sú st¨pce pre jednotlivé preklápacie obvody. Ide o podmienky, ktoré treba

na vstupe preklápacieho obvodu zabezpe£i´, aby do²lo k prechodu medzi stavmi z

aktuálneho riadku tabu©ky. Napríklad, uvaºujme preklápací obvod T. V pamäti

máme hodnotu �starého� stavu logická nula (Qt−1 = 0) a chceme do pamäte zapísa´

logickú jednotku (Qt = 1). Ide teda o druhý riadok tabu©ky. Preklápací obvod T

potrebuje ma´ na vstupe T = 1, aby pri nasledujúcom takte hodinového signálu

bola do pamäte zapísaná logická jednotka. K tomu dôjde, pretoºe T = 1 neguje

predchádzajúcu hodnotu výstupu. V druhom príklade uvaºujme preklápací obvod

typu RS (RS obvod synchronizovaný hranou hodín), ktorý je v stave logickej nuly

(Qt−1 = 0) a po nasledujúcom takte hodinového signálu chceme ma´ v pamäti opä´

�novú� nulu (Qt = 0), t. j. prvý riadok tabu©ky.
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10.2 Príklady

Pri RS obvode máme dve moºnosti, ako dosiahnu´ tento prechod. Prvá moºnos´ je

zapamäta´ si �starý� stav logickej nuly (S = 0, R = 0), alebo resetova´ obsah pamäte

bez oh©adu na to, £o v nej predtým bolo (S = 0, R = 1). Preto je v tabu©ke zápis SR

= 0X, lebo v oboch moºnostiach je S = 0 a druhý vstup môºe by´ R = 0 alebo R = 1.

Odporú£ame neu£i´ sa tabu©ku naspamä´. Výhodnej²ie je nau£i´ sa jej porozumie´

a odvodi´ ju, pretoºe napríklad môºe nasta´ prípad, ºe budeme ma´ k dispozícii

preklápací obvod s negovanými vstupmi (napr. J a K).

Naj£astej²í postup návrhu kone£ného stavového automatu sa za£ína ru£ným návrhom

stavového diagramu. Ten potom redukujeme pomocou postupu, ktorému sme sa

venovali v predchádzajúcej kapitole. Po redukcii stavov môºeme pristúpi´ k samot-

nému návrhu FSM. Vo vstupnej (©avej) £asti tabu©ky stavov budú st¨pce pre kaºdý

dátový vstup a st¨pce pre bity predchádzajúceho (starého) stavu automatu. V

strednej £asti tabu©ky budú bity sú£asného (nového) stavu a st¨pce výstupných

dát (premenných). V poslednej £asti tabu©ky stavov bude opis kombina£nej logiky

pre výpo£et prechodov medzi stavmi. Musíme si zvoli´ pamä´ový element a po-

tom pracova´ s jeho tabu©kou prechodov. Typ preklápacieho obovdu budeme ma´ v

príkladoch zadaný. V praxi sa naj£astej²ie vyuºíva preklápací obvod typu D a typu

JK. Po vyplnení celej tabu©ky stavov môºeme pristúpi´ k minimalizácii Booleov-

skej funkcie. Vytvoríme Karnaughove mapy pre kaºdý potrebný st¨pec výstupnej

funkcie a kaºdý st¨pec kombina£nej logiky, ktorá vypo£íta budiace premenné. Po

minimalizácii pouºijeme De Morganove zákony pre optimalizáciu po£tu tranzistorov

v zapojení. Ako posledný krok nakreslíme elektrickú schému obvodu na hradlovej

úrovni.
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11.1 Vzorový príklad

11.1 Vzorový príklad

Úloha: Navrhnite stavový automat, ktorý bude riadi´ zámok turniketu. Vstupný

digitálny signál predstavujú senzor vhodenej mince a senzor tlaku na zábranu, resp.

za£iatok rotácie zábrany. V²etky signály sú v pozitívnej logike.

Rie²enie: Ako prvé si nakreslíme blokovú schému celého návrhu � Obr. 11.1.

Získame tak ilustra£ný obraz a preh©ad o fungovaní, vstupoch a výstupoch at¤.

Na²ím cie©om je teda navrhnú´ riadiaci digitálny logický obvod, ktorý odomyká a

zamyká zámok na turnikete, na základe vstupu zo senzorov vhodenej mince a sen-

zoru tlaku na zábranu. Hodinový signál (CLK) a signál resetu (RST ) sú systémové

vstupy, ktoré sú potrebné pri návrhu akéhoko©vek stavového automatu. Reset môºe

by´ v tomto prípade aj synchrónny, aj asynchrónny. Typ resetu nepredstavuje pri-

oritu v tomto príklade, resp. návrhu FSM. Frekvencia hodinového signálu nemusí

by´ ve©mi vysoká. Vstupné digitálne signály zo senzorov sú v podstate generované

©udskou £innos´ou, teda pre vzorkovanie týchto signálov bude dostato£né aj pri

frekvencii CLK = 1 kHz. Uvedomme si, ºe perióda vzorkovania vstupných signálov

pri tejto frekvencii hodinového signálu je 1 ms. �iºe signály zo senzorov sú vzorko-

vané tisíc krát za sekundu.

Stavový diagram na Obr. 11.2 by sme vedeli opísa´ pribliºne takto. Po iniciali-

za£nom alebo vyºiadanom resete bude zámok na turnikete zamknutý. Ide teda o

predvolený k©udový stav, v ktorom nedochádza ani k tlaku na zábranu, a ani nie

je vhodená minca. Ak uºívate© zatla£í na zábranu, ale predtým nevhodil mincu,

zámok ostane zamknutý. Táto funckia je zapísaná v diagrame prechodom na úplne

©avom konci obrázka. Prioritu má premenná s názvom �Minca�. Pokia© uºívate©

vhodí mincu (v na²om prípade 1 e), zámok sa odomkne a ostane odomknutý aº

pokia© uºívate© neprejde zábranou. Podmienky pre prechod do odomknutého stavu

vidíme vo vrchnej £asti diagramu. Premenná �Minca� má opä´ prioritu. Podmienky

pre zotrvanie v odomknutom stave sú vidie´ vpravo. V tomto prechode ma prio-

ritu premenná �Tlak�. Pokia© uºívate© nezatla£í na turniket, ostáva odomknuté. Ak

uºívate© vhodí ¤al²iu mincu, ostáva odomknuté, ale nezvý²i sa po£et moºných rotá-

cií turniketu. Akonáhle uºívate© zatla£í na zábranu, mechanizmus dovolí dokon£i´

rotáciu zábrany a riadiaca logika prejde prechodom do stavu, ke¤ sa zámok zamkne.

Toto je ²tandardné správanie automatu a turniketu ako celku.
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11.1 Vzorový príklad

Ide o prechod v spodnej £asti diagramu a opä´ vidíme, ºe prioritu má premenná

�Tlak�. Ak by uºívate© v odomknutom stave zatla£il na turniket a zárove¬ by znova

vhodil mincu, zámok sa zamkne po rotácii zábrany, a teda uºívate© opä´ nezíska

vy²²í po£et rotácií. Samozrejme, nie je problém navrhnú´ riadenie s opakovaním

rotácie zábrany, toto rie²enie je v²ak hardvérovo zloºitej²ie. Preto zvolíme moºnos´,

ºe viacero vhodených mincí bude ignorovaných. Tento návrh je samozrejme ¤aleko

od reálneho nasadenia, ale na ú£ely cvi£enia návrhu FSM poslúºi ve©mi dobre aj

takýto zjednodu²ený a samoú£elný príklad.

Senzor tlaku

Riadenie
  (FSM)Detektor 1€

CLK

RST

Zámok

Obr. 11.1: Bloková schéma riadenia

turniketu

Zamknuté Odomknuté

Minca=X
Tlak=X Tlak=0

Minca=1

Tlak=1

Tlak=XMinca=0

Minca=X

Reset

Obr. 11.2: Stavový diagram

Vidíme, ºe automat má len dva stavy. Budeme preto potrebova´ iba jeden bit

pamäte. Pouºijeme pre ná² návrh JK preklápací obvod synchronizovaný nábeºnou

hranou hodinového signálu. Výstup preklápacieho obvodu je zárove¬ aj riadicim

signálom pre zámok, teda výstup navrhovaného automatu. Opísané správanie ria-

denia turniketu je zapísané v tabu©ke stavov � Tab. 11.2.

Tab. 11.2: Tabu©ka stavov navrhovaného turniketu s preklápacím obvodom JK

Stavt−1 Minca T lak Stavt JK Poznamka
0 0 0 0 0X Zamknuté, ostáva k©udový stav.
0 0 1 0 0X Tlak na zábranu bez mince. Ostáva zamknuté.
0 1 0 1 1X Vhodená minca, odomkne sa.
0 1 1 1 1X Vhodená minca a tlak na zábranu sú£asne.*
1 0 0 1 X0 Uºívate© e²te nepre²iel turniketom, ostáva odomknuté.
1 0 1 0 X1 Uºívate© práve prechádza turniketom. Zamkne sa.
1 1 0 1 X0 Extra minca. Ostáva odomknuté.
1 1 1 0 X1 Extra minca + Tlak = Zamkne sa.
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11.1 Vzorový príklad

* Situáciu by sme chceli interpretova´ nasledovne. Je zamknuté, uºívate© vhodí

mincu a sú£asne tla£í na zábranu. Ako prvé by sa mal odomknú´ zámok, uºívate©

prejde turniketom a na konci rotácie zábrany by sa mal zámok zamknú´. Zdanlivo

jedna £innos´ je v skuto£nosti zloºená z dvoch prechodov v rámci ná²ho návrhu

FSM. Prvý prechod bude do �nového� odomknutého stavu, z ktorého okamºite

prechádzame do ¤al²ieho �nového� zamknutého stavu. Tento prechod sa udeje po

tlaku na zábranu a prejdením uºívate©a. Ide v²ak o separátny prechod de�novaný

v inom riadku tabu©ky stavov automatu.

St¨pec s budiacimi premennými J a K vyp¨¬ame popri zameraní sa na st¨pce Stavt−1

a Stavt, pri£om sledované prechody stavov treba zabezpe£i´ pod©a tabu©ky pre-

chodov preklápacieho obvodu JK (Tabu©ka 11.1). Týmto máme za sebou najvä£²iu

£as´ práce, nako©ko ¤al²í postup rie²enia uº poznáme. Vytvoríme K-mapy a vytvoríme

slu£ky (Obr. 12.2). Ke¤ºe pouºívame JK preklápací obvod, v K-mape sa vyskytuje

ve©a stavov X. Ako uº bolo spomenuté, vyuºijeme ich vo svoj prospech pri minima-

lizácii. Výstup minimalizácie nám vlastne ur£uje, ºe celé riadenie turniketu s vy²²ie

uvedenými vlastnos´ami dokáºeme realizova´ iba jediným JK preklápacím obvodom,

ktorého J vstup bude budený senzorom vhodenej mince a vstup K bude budený sen-

zorom tlaku na zábranu. Schéma zapojenia je na Obr. 12.3.

Stav

Tlak Minca

0 0 11

X X XX

J

Stav

Tlak Minca

X X XX

0 1 01

K

t-1

t-1

Obr. 11.3: Karnaughove mapy pre

minimalizáciu funkcie pre stavovú

premennú

J = Minca

K = T lak

J Q

QC

K
Minca

Stav(t)Tlak

CLK

RST

Odomkni

Obr. 11.4: Schéma zapojenia

stavového automatu pre riadenie

turniketu s JK preklápacím ob-

vodom
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Pre mierne zloºitej²í variant tohto istého príkladu, skúsme teraz navrhnú´ ten istý

stavový automat, ale tentokrát s T preklápacím obvodom � Tab. 11.3. Bloková

schéma a stavový diagram sa nemení, ale tabu©ka stavov bude obsahova´ st¨pec pre

iný preklápací obvod, tentokrát vyplnený na základe tabu©ky prechodov T preklá-

pacieho obvodu. K-mapa pre výpo£et budiacej premennej pre preklápací obvod T

je na Obr. 12.5.

Tab. 11.3: Tabu©ka stavov navrhovaného turiniketu s preklápacím obvodom T

Stavt−1 Minca T lak Stavt T Poznamka
0 0 0 0 0 Zamknuté, ostáva k©udový stav.
0 0 1 0 0 Tlak na zábranu bez mince. Ostáva zamknuté.
0 1 0 1 1 Vhodená minca, odomkne sa.
0 1 1 1 1 Vhodená minca a tlak na zábranu sú£asne.*
1 0 0 1 0 Uºívate© e²te nepre²iel turniketom, ostáva odomknuté.
1 0 1 0 1 Uºívate© práve prechádza turniketom. Zamkne sa.
1 1 0 1 0 Extra minca. Ostáva odomknuté.
1 1 1 0 1 Extra minca + Tlak = Zamkne sa.

Stav

Tlak Minca

0 0 11

0 1 01

T

t-1

T = Stavt−1.T lak + Stavt−1.Minca

= Stavt−1.T lak.Stavt−1.Minca

Obr. 11.5: K-mapa pre výpo£et budiacej premennej pre T preklápací obvod

Pri poh©ade na optimalizovanú MDNF pre T preklápací obvod vidíme, ºe budeme

potrebova´ tri dvojvstupové hradlá NAND. Priama, ako aj negovaná verzia

premennej Stav je poskytovaná preklápacím obvodom ako funkcia £asu v závislosti

od taktu hodín. Kombina£ná logika spracováva vstupy zo senzorov a spätnoväzobnú

informáciu o sú£asnom stave. Následne vygeneruje signál pre T preklápací obvod,

na základe ktorého sa zapí²e �nový� stav do pamäte pri nasledujúcej nábeºnej hrane

hodinového signálu. Finálna schéma zapojenia je zobrazená na Obr. 12.6.

Pri porovnaní oboch schém je zrejmé, ºe implementácia s JK preklápacím obvodom

je významne úspornej²ia oh©adom po£tu tranzistorov. V oboch prípadoch ide o

ve©mi jednoduchý príklad pre úvod do problematiky návrhu stavových automatov.
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11.1 Vzorový príklad

T Q

Q

&

&

C

Minca

Odomkni

Stav(t)

Tlak

CLK

RST

&

Stav(t)

Obr. 11.6: Schéma zapojenia stavového automatu pre riadenie turniketu s T preklápacím

obvodom

Skúste navrhnú´ identické riadenie turniketu s D preklápacím obvodom, prípadne aj

s RS preklápacím obvodom a porovnajte svoje výsledky s kolegami. Takisto skúste

navrhnú´ turnikety s inými vlastnos´ami £i prioritami pri ur£ovaní prechodov.

Úloha: Navrhnite detektor sekvencie �1011� zo sériového jednobitového vstupného

signálu ako Mealyho stavový automat. Výstup bude v logickej jednotke pri zachytení

celej sekvencie. Neuvaºujte prekrývanie sekvencií. Pouºite preklápací obvod D.

Rie²enie: Za£neme nakreslením blokovej schémy a odvodením stavového diagramu,

ktoré sú zobrazené na Obr. 11.7.

FSM
CLK

IN

OUT

RST

Reset

A B

CD

0/0 1/0

0/00/00/0
1/1

1/0

1/0

Stav Q1 Q0

A
B
C
D

0
0
1
1

0
1
0
1

Obr. 11.7: Bloková schéma, diagram stavov a kódovanie stavov detektora sekvencie �1011�
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11.1 Vzorový príklad

Stav �A� je po£iato£ný stav, z ktorého budeme za£ína´ po inicializácii £i vyºiadanom

resete. V pamäti budú teda samé logické nuly. Ak na dátový vstup ná²ho detektora

príde logická nula, nemá zmysel sa presúva´ do nového stavu, ke¤ºe sme nezachytili

prvú £íslicu, resp. znak z na²ej h©adanej sekvencie. Výstup bude v podstate stále v

logickej nule, okrem jediného prechodu, ke¤ zaznamenáme nami h©adanú sekvenciu.

Ak na vstup príde logická jednotka, prejdeme do stavu �B�, pretoºe sme zachytili

prvý bit z h©adanej sekvencie. Zo stavu �B� sa opä´ môºeme pohnú´ len dvomi

smermi (pretoºe máme jednobitový dátový vstup). Ak príde na vstup logická jed-

notka, ostávame v tom istom stave. Stále totiº zaznamenávame iba prvú jednotku z

celej h©adanej sekvencie. Ak bude na vstupe logická nula, prechádzame do nového

stavu �C�, zachytili sme druhú cifru zo sekvencie. Ak v tomto stave zachytíme na

vstupe logickú nulu, vraciame sa do východzieho stavu. Pri zachytení logickej jed-

notky na vstupe prechádzame do stavu �D�, máme zachytené tri zo ²tyroch bitov z

h©adanej sekvencie. Zo stavu �D� sa presúvame do stavu �A� bez oh©adu na logickú

hodnotu na dátovom vstupe. Rozdiel bude len vo výstupnej hodnote. Ak príde na

vstup obvodu logická nula, prechod do východzieho stavu bude s logickou nulou na

výstupe. Ak bude na vstupe logická jednotka, zachytili sme kompletnú sekvenciu a

vraciame sa do východzieho stavu s tým, ºe výstup bude kone£ne v logickej jednotke.

Ozna£enie stavov A, B, C a D musíme previes´ do binárnej £íselnej sústavy. Ke¤ºe

ná² návrh FSM vyºaduje ²tyri stavy, budeme potrebova´ dva bity pamäte (lebo

22 = 4). Po£iato£ný stav �A� musí by´ po resete kódovaný ako {Q1 Q0} = {0 0},

ako sme uº opísali vy²²ie. Ostatné stavy môºu by´ prepísané v podstate ©ubovo©ne,

ale najjednoduch²ie bude klasické inkrementovanie hodnoty.

Na základe stavového diagramu teraz zostrojíme tabu©ku stavov navrhovaného au-

tomatu � Tab. 11.4. V ©avej £asti tabu©ky sa nachádza dátový vstup IN a �starý�

stav automatu. V strednej £asti sa nachádza opis výstupu OUT a opis prechodov

do �nového� stavu. V pravej £asti tabu©ky je prepísaný prechod medzi stavmi pre

konkrétne preklápacie obvody.
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11.1 Vzorový príklad

Tab. 11.4: Tabu©ka stavov navrhovaného detektora sekvencie �1011�

IN Q1
t−1 Q0

t−1 Q1
t Q0

t OUT D1 D0 Prechod
0 0 0 0 0 0 0 0 A → A
0 0 1 1 0 0 1 0 B → C
0 1 0 0 0 0 0 0 C → A
0 1 1 0 0 0 0 0 D → A
1 0 0 0 1 0 0 1 A → B
1 0 1 0 1 0 0 1 B → B
1 1 0 1 1 0 1 1 C → D
1 1 1 0 0 1 0 0 D → A

Po vytvorení tabu©ky stavov môºeme pristúpi´ priamo k tvorbe Karnaughových

máp, minimalizácii a následnej optimalizácii automatu (Obr. 11.8).

 IN

Q0
t-1 Q1

t-1

0 1 00

0 0 10

D1

 IN

Q0
t-1 Q1

t-1

0 0 00

1 1 10

D0

 IN

Q0
t-1 Q1

t-1

0 0 00

0 0 01

OUT

Obr. 11.8: Karnaughove mapy odvodené z tabu©ky stavov navrhovaného detektora

K-mapa pre výstupnú funkciu nie je v skuto£nosti potrebná, pretoºe st¨pec má len

jeden jednotkový bod. Môºeme teda napísa´ iba ÚDNF, ktorá bude zárove¬ aj

MDNF. Pre úplnos´ v²ak K-mapu uvádzame.

OUT = IN.Q1
t−1.Q

0
t−1

= IN +Q1
t−1 +Q0

t−1

Booleovské funkcie pre budiace premenné, ktoré budú ukladané v preklápacích ob-

vodoch sú uvedené niº²ie.

D1 = IN.Q1
t−1.Q

0
t−1 + IN.Q1

t−1.Q
0
t−1

= IN.Q1
t−1.Q

0
t−1.IN.Q1

t−1.Q
0
t−1

D0 = IN.Q1
t−1 + IN.Q0

t−1 = IN.(Q1
t−1 +Q0

t−1)

= IN + (Q1
t−1 +Q0

t−1)
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11.1 Vzorový príklad

Vidíme, ºe pre budiacu premennú D1 bude potrebné pouºi´ dve trojvstupové

hradlá NAND a jeden dvojvstupový NAND. Pre budiacu premennú D0 budeme

potrebova´ dve dvojvstupové hradlá NOR. Pre realizáciu výstupnej premennej

OUT bude potrebné iba jedno hradlo. Konkrétne trojvstupové hradlo NOR.

Schéma na hradlovej úrovni sa nachádza na Obr. 11.9.

D Q

QC

1
D Q

QC

1
1

CLK

IN
IN

IN

RST

Q1

Q1 OUT

IN

1
Q0

Q1

Q1

Q0

Q0

Q0
D0 D1

&

&

&

IN

Q1

Q0

IN

Q1

Q0

Obr. 11.9: Schéma zapojenia navrhnutého stavového automatu

Schéma bola nakreslená moderným spôsobom. Namiesto dlhých vodi£ov v schéme

pomenujeme príslu²né vstupy a výstupy hradiel, pri£om vodi£e s rovnakým názvom

sa povaºujú za spojené do jedného uzla. Pri schémach obvodov s vy²²ím po£tom

hradiel a vodi£ov tento spôsob výrazne zvy²uje preh©adnos´ a £itate©nos´ a je

preto preferovaný najmä pri práci s návrhovým EDA softvérom. Vo©ba je v²ak na

kaºdom, ktorý spôsob kreslenia schémy pouºije.
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11.1 Vzorový príklad

Úloha: Navrhnite stavový automat pod©a diagramu na Obr. 11.10. Vstupné

premenné sú nazvané A a B. Pre pamä´ový bit Q1 pouºite preklápací obvod T,

pre pamä´ový bit Q0 pouºite preklápací obvod D citlivý na nábeºnú hranu s

asynchrónnym resetom.

Reset

01/1
10/1

01/1
10/1

00/1
11/1

00/0
11/0

00/0
11/0

00/1
11/1

01/0
10/0

01/0
10/0

Q1Q0

'00'
Q1Q0

'01'

Q1Q0

'10'
Q1Q0

'11'

Obr. 11.10: Stavový diagram navrhovaného kone£ného stavového automatu

Rie²enie: Ke¤ºe navrhovaný automat má dvojbitový dátový vstup, z kaºdého

stavu musia vies´ presne ²tyri prechody. Pri tvorbe tabu©ky stavov (Tab. 11.5)

navrhnutého automatu postupujeme úplne identicky ako v predchádzajúcich príkla-

doch. Tabu©ka bude len dvojnásobne vä£²ia.
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11.1 Vzorový príklad

Tab. 11.5: Tabu©ka stavov navrhovaného stavového automatu

A B Q1
t−1 Q0

t−1 Q1
t Q0

t OUT T 1 D0 Prechod
0 0 0 0 0 0 1 0 0 A → A
0 0 0 1 0 1 0 0 1 B → B
0 0 1 0 1 0 0 0 0 C → C
0 0 1 1 1 1 1 0 1 D → D
0 1 0 0 1 0 0 1 0 A → C
0 1 0 1 0 0 1 0 0 B → A
0 1 1 0 1 1 1 0 1 C → D
0 1 1 1 0 1 0 1 1 D → B
1 0 0 0 1 0 0 1 0 A → C
1 0 0 1 0 0 1 0 0 B → A
1 0 1 0 1 1 1 0 1 C → D
1 0 1 1 0 1 0 1 1 D → B
1 1 0 0 0 0 1 0 0 A → A
1 1 0 1 0 1 0 0 1 B → B
1 1 1 0 1 0 0 0 0 C → C
1 1 1 1 1 1 1 0 1 D → D

Karnaughove mapy pre budiace premenné a výstupnú funckiu sú zobrazené niº²ie

na Obr. 11.11. Z tvaru a rozloºenia slu£iek (sú umiestnené �cik-cak�) môºeme

dedukova´, ºe vo výstupnej funkcii bude prítomný exkluzívny logický sú£et.

Q0
t-1 Q1

t-1

0

A

B

0 00

1 0 01

T1

0 0 00

1 0 01

Q0
t-1 Q1

t-1

0

A

B

1 01

0 0 11

0 1 01

0 0 11

D0 Q0
t-1 Q1

t-1

1

A

B

0 01

0 1 10

1 0 01

0 1 10

OUT

Obr. 11.11: Karnaughove mapy pre budiace a výstupné premenné
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11.1 Vzorový príklad

�tyri slu£ky pre premennú T 1 nám dávajú výslednú MDNF bez akejko©vej minima-

lizácie. Av²ak po algebrickej úprave a pouºití De Morganovych pravidiel dostávame

jednoduchý výraz s iba tromi operáciami.

T 1 = A.B.Q1
t−1.Q

0
t−1 + A.B.Q1

t−1.Q
0
t−1 + A.B.Q1

t−1.Q
0
t−1 + A.B.Q1

t−1.Q
0
t−1

= (Q1
t−1 ⊕Q0

t−1).(A⊕B)

= (Q1
t−1 ⊕Q0

t−1) + (A⊕B)

Budiaca premenná D0 je opä´ zloºená zo ²tyroch slu£iek s dvojicou jednotkových

bodov. Po algebrickej úprave opä´ dostávame rovnicu zloºenú z troch dvojvstupo-

vých hradiel NAND a (negovaný) exkluzívny sú£et medzi vstupnými premennými.

D0 = A.B.Q1
t−1 + A.B.Q1

t−1 + A.B.Q0
t−1 + A.B.Q0

t−1

= Q1
t−1.(A.B + A.B) +Q0

t−1.(A.B + A.B)

= (A⊕B).Q1
t−1 + (A⊕B).Q0

t−1

= (A⊕B).Q1
t−1.(A⊕B).Q0

t−1

Výstupná funkcia je takisto u£ebnicová aplikácia operácie NXOR medzi ²tyrmi pre-

mennými, £i uº na úrovni PT, alebo K-mapy. Pre preh©adnos´ uvádzame iba �nálny

zápis bez MDNF vy²etrovanej funkcie.

OUT = A⊕B ⊕Q1
t−1 ⊕Q0

t−1

Pri kreslení schémy vyuºijeme fakt, ºe v oboch de�níciách pre budiace premenné,

ako aj výstupná funkcia vyuºívajú operáciu XOR, resp. NXOR medzi vstupnými

a stavovými premennými. Hradlo XOR pouºijeme teda iba raz a výsledok výpo£tu

pouºijeme, kde to bude potrebné. Navy²e, namiesto hradla NXOR pri výpo£te

premennej D0 pouºijeme iba invertor po uº vypo£ítanej operácii XOR. Invertor

totiº vyºaduje menej tranzistorov ako hradlo NXOR, nako©ko ide o najjednoduch²ie

hradlo vôbec. Celková schéma zapojenia na hradlovej úrovni je zobrazená na

Obr. 11.12.
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11.2 Príklady

T Q

QC

D Q
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Q0
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Q1

&

Q0

1BA BA

BA

=1Q1 Q0

BA

Obr. 11.12: Schéma zapojenia stavového automatu

11.2 Príklady

Úloha 1: Navrhnite stavový automat � detektor sekvencie �1101�. Pre pamä´ovú

£as´ pouºite preklápací obvod JK citlivý na dobeºnú hranu.

Úloha 2: Navrhnite stavový automat � detektor sekvencie �1X01�. Pre pa-

mä´ovú £as´ pouºite preklápací obvod D citlivý na nábeºnú hranu.

Úloha 3: Navrhnite stavový automat pod©a diagramu na obrázku. Pre pa-

mä´ovú £as´ pouºite preklápací obvod RS/JK/T/D citlivý na nábeºnú hranu.

Reset

1/0

1/0

1/0

0/1

0/10/1

0/1

1/0

Q1Q0

'00'
Q1Q0

'01'
Q1Q0

'10'

Q1Q0

'11'
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Po£ítadlá a ich návrh

Po£ítadlo (anglicky �counter�) je jednoduchý digitálny obvod s ve©mi ²irokým uplat-

nením v praxi. Takmer v kaºdom zloºitej²om sekven£nom digitálnom obvode náj-

deme aspo¬ jedno po£ítadlo. Pred samotným návrhom po£ítadla si musíme zade�no-

va´, aké typy po£ítadiel vlastne poznáme. Základné delenie je pod©a synchronizácie

hodinovým signálom. Synchrónne po£ítadlo je v podstate klasický Mooreov stavový

automat, kde budiace a stavové premenné reprezentujú £ísla v binárnom kóde. Ide

o prípad, ke¤ hodinový signál budí v²etky preklápacie obvody naraz (paralelne).

Postup návrhu synchrónneho po£ítadla sa nijako neodli²uje od návrhu klasického

FSM z predchádzajúcej kapitoly.

Asynchrónne po£ítadlo vyuºíva zapojenie preklápacích obvodov do kaskády a hodi-

novým signálom je tak priamo budený iba preklápací obvod zodpovedný za uklada-

nie LSB výstupného £ísla.

Pri návrhu synchrónneho po£ítadla môºeme pouºi´ ©ubovo©ný preklápací obvod a

kombina£nú logiku k nemu navrhnú´ pod©a poºiadaviek zadania. Na druhej strane

asynchrónne po£ítadlo je postavené z bloku, ktorý sa správa ako T preklápací obvod

s funkciou Toggle v trvalej logickej jednotke (T = 1). Takéto správanie v²ak vieme

dosiahnu´ viacerými spôsobmi, my sa ale zameriame na zapojenie D preklápacieho

obvodu v spätnej väzbe s jeho negovaným výstupom.

Kriticky dôleºitou funkciou pri návrhu obvodu s preklápacími obvodmi je ich funkcia

reset, resp. set. Táto funkcia je aktivovaná vºdy pre návrat do po£iato£ného (ini-

cializa£ného) stavu. Tu si musíme dáva´ pozor na sloví£ka, pretoºe aktivita signálu

reset (niekedy aj clear) zna£í, ºe sa celé po£ítadlo prepí²e logickými nulami. Funkcia

set (niekedy aj preset) zna£í, ºe sa celý obsah pamäte prepí²e logickými jednotkami.

Navrhujeme, aby sme pri po£ítadlách návrat do po£iato£ného stavu (resp. £ísla)

nazývali re²tart.
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12.1 Vzorový príklad

Predstavme si situáciu, ºe po£iato£ný stav po£ítadla je napr. £íslo 64 a po£ítadlo

bude dekrementova´ obsah svojej pamäte s taktom hodinového signálu. Stav pamä´e

bude po re²tarte teda v binárnom kóde 1000000. Takúto operáciu nemôºeme vola´

reset, pretoºe MSB pamäte v skuto£nosti vyuºíva funkciu set.

12.1 Vzorový príklad

12.1.1 Synchrónny návrh

Ako uº bolo spomenuté, návrh synchrónneho po£ítadla sa nijako neodli²uje od

návrhu klasického FSM. Jediným rozdielom je vo vä£²ine prípadov, ºe výstup po£í-

tadla predstavuje priamo obsah pamäte bez pridanej kombina£nej logiky. Nie je to

v²ak pravidlo.

Úloha: Navrhnite synchrónne po£ítadlo smerom vpred od 0 do 10 s krokom 1.

Pouºite preklápací obvod T.

Rie²enie: Nakreslíme si blokovú schému a diagram stavov (Obr. 12.1), pomocou

ktorého opä´ vyplníme tabu©ku stavov. Ke¤ºe spolu máme 11 stavov, budeme teda

potrebova´ ²tyri bity pamäte.

FSMCLK OUT

Restart

Restart

0
1

2

3

4

56

7

8

9

10

Obr. 12.1: Bloková schéma navrhovaného po£ítadla a jeho stavový diagram
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12.1 Vzorový príklad

Prvý riadok tabu©ky stavov (Tab. 12.1) opisuje prechod z dekadickej nuly do

dekadickej jednotky, nasledujúci riadok opisuje prechod z dekadickej jednotky do

dekadickej dvojky at¤. Posledný riadne de�novaný riadok opisuje prechod z

dekadického £ísla 10 naspä´ do £ísla nula. �al²ie riadky tabu©ky by mali opiso-

va´ prechody z £ísiel (11 a viac), ktoré pri správne navrhnutom po£ítadle nemôºu

a nesmú nasta´. Môºeme teda cie©ovú hodnotu z týchto £ísiel zapísa´ ako �stav, na

ktorom nezáleºí�.

Tab. 12.1: Tabu©ka stavov navrhovaného po£ítadla

Q3
t−1 Q2

t−1 Q1
t−1 Q0

t−1 Q3
t Q2

t Q1
t Q0

t T 3 T 2 T 1 T 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 X X X X X X X X
1 1 0 0 X X X X X X X X
1 1 0 1 X X X X X X X X
1 1 1 0 X X X X X X X X
1 1 1 1 X X X X X X X X

Karnaughova mapa na Obr. 12.2, výstupné MDNF funkcie a ich následná úprava

nevyºaduje ²peciálny komentár. Ide o klasický postup, ktorý sme vykonávali uº

mnohokrát.

Q0
t-1 Q1

t-1

0

Q3
t-1

Q2
t-1

0 00

0 0 01

X X XX

0 0 1X

T3
Q0

t-1 Q1
t-1

0

Q3
t-1

Q2
t-1

0 01

0 0 01

X X XX

0 0 0X

T2
Q0

t-1 Q1
t-1

0

Q3
t-1

Q2
t-1

1 01

0 1 01

X X XX

0 1 1X

T1
Q0

t-1 Q1
t-1

1

Q3
t-1

Q2
t-1

1 11

1 1 11

X X XX

1 1 0X

T0

Obr. 12.2: K-mapy pre budiace premenné navrhovaného po£ítadla
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12.1 Vzorový príklad

T 3 = Q3
t−1.Q

1
t−1 +Q2

t−1.Q
1
t−1.Q

0
t−1

= Q3
t−1.Q

1
t−1.Q

2
t−1.Q

1
t−1.Q

0
t−1

T 2 = Q1
t−1.Q

0
t−1

= Q1
t−1 +Q0

t−1

T 1 = Q0
t−1 +Q3

t−1.Q
1
t−1

= Q0
t−1.Q

3
t−1.Q

1
t−1

T 0 = Q3
t−1 +Q1

t−1

= Q3
t−1.Q

1
t−1

Schému po£ítadla nakreslíme preh©adným spôsobom � Obr. 12.3. Ako uº

bolo spomenuté vy²²ie, základné po£ítadlá vä£²inou nemajú dátové vstupy a ani

pridanú kombina£nú logiku pre výstupnú funkciu. Výstupom ná²ho po£ítadla je

samotné £íslo uloºené v pamäti. V tomto konkrétnom prípade ide o bity Q0 aº Q3

privedené priamo na ²tvorbitový paralelný výstup ozna£ený ako OUT.

CLK

Restart

T Q

QR R R RC

&

T Q

QC

&

T Q

QC

1

T Q

QC

&

&

&

Q1

Q1

Q1

Q1

Q1

Q0
T0

Q0

Q0

Q0

Q0

Q1

Q3

Q2

Q2

Q2

Q3

Q3

Q3

OUT

Q0

Q1

Q2

Q3

T1 T2 T3

Obr. 12.3: Schéma zapojenia navrhnutého po£ítadla
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12.1 Vzorový príklad

Úloha: Navrhnite synchrónne po£ítadlo smerom vzad od 10 do 0 krokom 2. Pouºite

preklápací obvod D.

Rie²enie: Ako v predchádzajúcom prípade, nakreslíme si blokovú schému a stavový

diagram � Obr. 12.4 navrhovaného po£ítadla.

FSMCLK OUT

Restart

Restart

10

8

6

4

2

0

Obr. 12.4: Bloková schéma a stavový diagram po£ítadla smerom vzad

Po re²tarte pristávame v stave, ktorý opisuje dekadické £íslo 10 v binárnom kóde. To

znamená, ºe Q3 a Q1 vyuºijú funkciu set a Q2 a Q0 vyuºijú funkciu reset, aby sme

docielili £íslo 1010B = 10D. Tabu©ka stavov zobrazená v Tab. 12.2 pre navrhované

po£ítadlo je vyplnená klasicky, riadok po riadku. Nede�nované riadky opä´ vyplníme

hodnotou �X�, teda stavom, na ktorom nezáleºí.
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12.1 Vzorový príklad

Tab. 12.2: Tabu©ka stavov navrhovaného stavového automatu

Q3
t−1 Q2

t−1 Q1
t−1 Q0

t−1 Q3
t Q2

t Q1
t Q0

t D3 D2 D1 D0

0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 1 X X X X X X X X
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 X X X X X X X X
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 X X X X X X X X
0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 X X X X X X X X
1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 X X X X X X X X
1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 X X X X X X X X
1 1 0 0 X X X X X X X X
1 1 0 1 X X X X X X X X
1 1 1 0 X X X X X X X X
1 1 1 1 X X X X X X X X

K-mapy pre budiace premenné sú zobrazené na Obr. 12.5.

Q0
t-1 Q1

t-1

1

Q3
t-1

Q2
t-1

X 0X

0 X 0X

X X XX

0 X 1X

D3 Q0
t-1 Q1

t-1

0

Q3
t-1

Q2
t-1

X 0X

0 X 1X

X X XX

1 X 0X

D2 Q0
t-1 Q1

t-1

1

Q3
t-1

Q2
t-1

X 0X

1 X 0X

X X XX

1 X 0X

D1 Q0
t-1 Q1

t-1

0

Q3
t-1

Q2
t-1

X 0X

0 X 0X

X X XX

0 X 0X

D0

Obr. 12.5: Stavový diagram kone£ného stavového automatu

Jediná K-mapa, ktorú je vhodné komentova´, je pre budiacu premennú D0.

Vidíme jednu ve©kú slu£ku so ²estnástimi nulovými bodmi. Ke¤ºe v takejto

slu£ke v²etky vstupné premenné menia svoj stav, nemôºe teda ani jedna

z nich vystupova´ vo výstupnej funkcii. Celý obsah slu£ky sa rovná nule,

preto výstup budiacej premennej D0 a stavovej premennej Q0 sa bude rov-

na´ nule bez oh©adu na kombináciu vstupných hodnôt a obsahu pamäte.
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12.1 Vzorový príklad

D3 = Q3
t−1.Q

1
t−1 +Q3

t−1.Q
2
t−1.Q

1
t−1

= Q3
t−1.Q

1
t−1.Q

3
t−1.Q

2
t−1.Q

1
t−1

D2 = Q3
t−1.Q

1
t−1 +Q2

t−1.Q
1
t−1

= Q3
t−1.Q

1
t−1.Q

2
t−1.Q

1
t−1

D1 = Q1
t−1 D0 = 0

Pri schéme na Obr. 12.6 opä´ stojí za zmienku bit Q0. Ke¤ºe bez oh©adu

na kombináciu dát bude bit D0 resp. Q0 natrvalo v logickej nule, nie je potrebné

pouºi´ pamä´ový obvod, ale sta£í príslu²ný výstupný bit Q0 pripoji´ �natrvalo�

na hodnotu logickej nuly. Zakreslenie �trvalej� nuly môºeme vykona´ viacerými

spôsobmi, pripojenie na zem (GND) je len jeden z nich.

CLK

Restart

D Q

QC

D Q

QC

D Q

QC

&

&

&

Q1

Q2

Q1

Q1

Q1

Q2
D2

Q3

Q2

Q3

Q3

Q3

OUT

Q0

Q1

Q2

Q3

S R S

&

&

&

Q1

Q1

Q2

Q3

D3

GND

Obr. 12.6: Hradlová schéma synchrónneho po£ítadla smerom vzad
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12.1 Vzorový príklad

12.1.2 Asynchrónny návrh

Na rozdiel od synchrónneho návrhu, pri asynchrónnom po£ítadle sme obmedzení

iba na moºnos´ po£ítania s krokom 1. Tento fakt je priamo spojený s vnútorným

zapojením asynchrónneho po£ítadla a v princípe ide o da¬ za jednoduchos´ návrhu

takéhoto obvodu. Asynchrónne po£ítadlá môºu po£íta´ smerom vpred, ako aj

smerom vzad. Skrátenie cyklu pre tzv. neúplné po£ítadlá je dosiahnuté pomocou

asynchrónneho re²tartu, teda pouºité preklápacie obvody musia obsahova´ asyn-

chrónnu funkciu set/reset. Na ú£ely príkladov návrhu asynchrónneho po£ítadla

prejdeme priamo k návrhu neúplných po£ítadiel, nako©ko návrh asynchrónneho

po£ítadla s po£tom stavov 2N je v podstate len zapojenie N preklápacích obvodov

do kaskády.

Úloha: Navrhnite asynchrónne po£ítadlo smerom vpred od 0 do 14 s krokom 1.

Rie²enie: Je evidentné, ºe na realizáciu po£ítadla budeme potrebova´ ²tyri bity �

Q3 aº Q0. Ke¤ºe po£ítadlo bude inkrementova´ obsah svojej pamäte, pouºijeme

kaskádu preklápacích obvodov s budením z invertovaného výstupu a navrhneme

asynchrónne skrátenie cyklu (interný re²tart). Potom zlú£ime vnútorné skrátenie

cyklu s hlavným vonkaj²ím/uºívate©ským re²tartom. Bloková schéma na Obr. 12.7

sa nijako nelí²i od predchádzajúcich príkladov a spôsob nákresu diagramu stavov

takisto ostáva nezmenený.

FSMCLK OUT

Restart

Restart

0

78
69

411

312

213

114

510

Obr. 12.7: Bloková schéma a diagram stavov asynchrónneho po£ítadla
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12.1 Vzorový príklad

Tabu©ka stavov po£ítadla je uvedená v Tab. 12.3. Opä´ sú prítomné stavy �X� pri

hodnotách, ktoré pri správnom návrhu a fungovaní nemôºu nasta´. V na²om prí-

pade ide o posledný riadok tabu©ky. Je potrebné uvies´, ºe prechody medzi stavmi

v pamäti zabezpe£uje samotná topológia po£ítadla a nie je potrebná ºiadna prí-

davná kombina£ná logika. �o je v²ak kriticky dôleºité, je st¨pec opisujúci vnútorné

skrátenie cyklu � Rint. Vo významnej vä£²ine prípadov v praxi je funkcia set/reset

aktivovaná logickou nulou, a preto pouºijeme tento prístup aj v na²om príklade.

Interné skrátenie cyklu alebo interný re²tart bude teda aktivovaný aº pri prechode

z dekadického £ísla 14.

Tab. 12.3: Tabu©ka stavov navrhovaného stavového automatu

Q3
t−1 Q2

t−1 Q1
t−1 Q0

t−1 Q3
t Q2

t Q1
t Q0

t Rint

0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 X X X X 0

Do momentu pokia© nepríde k synchroniza£nej nábeºnej hrane hodín, nie je dôvod

na aktivovanie interného re²tartu, pretoºe stále zotrvávame v £ísle 14. Samotná

topológia sa totiº pri synchroniza£nej udalosti (hrana hodinového signálu) bude

snaºi´ prejs´ z £ísla 14 do £ísla 15, ale nami navrhované skrátenie cyklu po£ítadlo

nakoniec nastaví do £ísla nula.
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12.1 Vzorový príklad

Inými slovami, po£ítadlo sa pri hrane hodín snaºí prejs´ z £ísla 14 do £ísla 15,

nami navrhnutý obvod v²ak tento pokus o prechod zachytí a vyvolá interný re²tart

aktivovaný logickou nulou. Preto sa výstupná hodnota bude javi´ ako prechod z

£ísla 14 priamo do £ísla 0, aj ke¤ v skuto£nosti bude po£ítadlo na �zanedbate©ne

krátky� okamih v hazarde, nako©ko sa bude neúspe²ne snaºi´ prejs´ do £ísla 15. E²te

inými slovami môºeme poveda´, ºe v podstate sme vyvinuli detektor £ísla 15, ktorý

bude aktivova´ interný re²tart.

Nasledujúcim krokom je zostrojenie Karnaughovej mapy pre st¨pec Rint. Táto je

na Obr. 12.8. Uº z Tab. 12.3 vy²²ie je zrejmé, ºe funkcia má len jeden nulový

bod. Teda najefektívnej²ie bude priamo zapísa´ ÚKNF, ale pre úplnos´ uvádzame

K-mapu aj so slu£kou pre MKNF = ÚKNF.

Q0
t-1 Q1

t-1

1

Q3
t-1

Q2
t-1

1 11

1 1 11

1 1 10

1 1 11

Rint

Rint = Q3
t−1 +Q2

t−1 +Q1
t−1 +Q0

t−1

= Q3
t−1.Q

2
t−1.Q

1
t−1.Q

0
t−1

Obr. 12.8: K-mapa skrátenia cyklu/interného re²tartu asynchrónneho po£ítadla

Posledným krokom bude zavedenie vonkaj²ieho uºívate©ského re²tartu a jeho zlú£e-

nie s interným re²tartom. Tento krok pozostáva z jednoduchej pravdivostnej tabu©ky

o dvoch vstupných premenných � Restart a Rint a jeden výstupný zlú£ený re²tart,

ktorý nazveme R. Spomínaná PT je uvedená v Tab. 12.4. Prvý riadok interpretu-

jeme ako prípad, ke¤ je po£ítadlo práve re²tartované interne a zárove¬ aj zvonku

uºívate©om. Nie je preto pochýb, ºe zlú£ený re²tart R bude taktieº v logickej

nule. Druhý riadok opisuje situáciu, ke¤ je po£ítadlo s obsahom pamäte medzi

stanovenými £íselnými hranicami intervalu (v tomto príklade medzi 0 a 14), ale uºí-

vate© aktivoval vonkaj²í reset. Spolo£ný signál bude preto opä´ v logickej nule, aby

do²lo k poºadovanému re²tartu.
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12.1 Vzorový príklad

Tretí riadok opisuje situáciu, ke¤ uºívate© neaktivuje vonkaj²í re²tart, ale po£ítadlo

je práve interne re²tartované. Výstup bude preto opä´ v logickej nule, aby do²lo ku

skráteniu cyklu. Posledný riadok opisuje stav, ke¤ uºívate© neaktivuje re²tart a

po£ítadlo je opä´ medzi stanovenými £íselnými hranicami intervalu. Je evidentné,

ºe tabu©ka je u£ebnicový príklad logickej funkcie AND medzi dvomi vstupnými

premennými. Nebudeme preto ani vytvára´ Karnaughovu mapu a pristúpime

priamo k zápisu Booleovskej funkcie pre zlú£ený re²tart R.

Tab. 12.4: Zlú£enie interného a externého uºívate©ského re²tartu

Restart Rint R
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

R = Restart.Rint

= Restart.(Q3
t−1.Q

2
t−1.Q

1
t−1.Q

0
t−1)

V tomto prípade nemá ve©mi zmysel aplikova´ De Morganovo pravidlo, nako©ko

by sa síce z dvojvstupového hradla AND stalo hradlo NAND, £o by u²etrilo dva

tranzistory, ale museli by sme prida´ invertor pre signál Restart (+ 2T) a zo

²tvorvstupového hradla NAND by sa naopak stalo ²tvorvstupové hradlo AND. Na

konci by sme teda paradoxne potrebovali o dva tranzistory viac ako pri pôvodnej

funkcii. Schéma na Obr. 12.9 má ozna£ené uzly na základe nami opísaného postupu,

v²etky preklápacie obvody obsahujú asynchrónny reset, teda po£iato£ný stav bude

£íslo nula.

D Q

QC

Q0

Q0

R

D Q

QC

Q1

Q1

R

D Q

QC

Q2

Q2

R

D Q

QC

Q3

Q3

RCLK

OUT

Q0

Q1

Q2

Q3

Q0
Q1
Q2
Q3

&

Rint

R&Restart

Obr. 12.9: Asynchrónne po£ítadlo od 0 do 14 smerom vpred
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12.1 Vzorový príklad

Úloha: Navrhnite asynchrónne po£ítadlo smerom vzad od 5 do 0 s krokom 1,

pri£om po£iato£ný stav bude dekadické £islo 5.

Rie²enie: Je evidentné, ºe budeme potrebova´ tri bity pamäte � Q2 aº Q0. Pre

po£iato£né £íslo 5D = 101B bude potrebné pre bity Q2 a Q0 pouºi´ funkciu set a

pre bit Q1 pouºi´ funckiu reset. Pre lep²iu orientáciu uvádzame v diagrame stavov

na Obr. 12.10 v²etky stavy asynchrónneho po£ítadla aj so zamý²laným skrátením

cyklu.

FSMCLK OUT

Restart

Restart

3

2
1

7

6
5

4

0

Obr. 12.10: Bloková schéma a stavový diagram asynchrónneho po£ítadla

Nasleduje tabu©ka stavov a pravdivostná tabu©ka pre zlú£enie re²tartov � Tab. 12.5.

Pri vyp¨¬aní tabu©ky stavov smerom vzad je potrebné zvý²i´ opatrnos´, ove©a

©ah²ie dôjde k nesprávnemu kroku. Pri dekrementovaní obsahu pamäte prídeme do

stavu nula, po ktorom nasleduje skrátenie cyklu a návrat do východzej hodnoty.

Ako je zrejmé z diagramu stavov, v tomto prípade musíme aktivova´ interný

re²tart detekciou £ísla sedem. Tabu©ku stavov je pri takomto type príkladov lep-

²ie £íta´ smerom zdola nahor, pri£om za£íname v riadku s £íslom po£iato£ného stavu.
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12.1 Vzorový príklad

Tab. 12.5: Tabu©ka stavov asynchrón-

neho po£ítadla smerom vzad

Q2
t−1 Q1

t−1 Q0
t−1 Q2

t Q1
t Q0

t Rint

0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 X X X X
1 1 1 X X X 0

Tab. 12.6: PT pre zlú£enie interného a

uºívate©ského externého re²tartu

Restart Rint R
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

K-mapa na Obr. 12.11 je opä´ jednoduchá a slu£ky v nej de�nujú MDNF = MKNF.

Po aplikovaní De Morganovych pravidiel dostávame ve©mi jednoduchú implementá-

ciu interného re²tartu pomocou dvojvstupového hradla NAND. Zlú£enie interného

a vonkaj²ieho re²tartu je opä´ dosiahnuté v¤aka hradlu AND. Uvedená aplikácia

zlú£enia bude vºdy realizovaná pomocou operácie AND, pokia© bude ma´ externý

re²tart vy²²iu prioritu ako interný.

Q0
t-1 Q1

t-1

1

Q2
t-1

1 11

1 1 0 X

Rint

Obr. 12.11: K-mapa odvodenia interného re²-

tartu pre skrátenie cyklu

Rint = Q2
t−1 +Q1

t−1

= Q2
t−1.Q

1
t−1

R = Restart.Rint

= Restart.Q2
t−1.Q

1
t−1

Schéma zapojenia na Obr. 12.12 je typovo identická s predchádzajúcou sché-

mou s tým rozdielom, ºe budenie hodinového vstupu v kaskáde je tentokrát z

neinvertujúceho výstupu predchádzajúceho preklápacieho obvodu. Takto dosia-

hneme po£ítanie vzad. Ke¤ po£ítadlo prejde do stavu 0 a príde nasledujúca hrana

hodín, po£ítadlo sa bude interne snaºi´ prejs´ do stavu 7D = 111B.
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Interný re²tart zloºený z negovaného sú£inu bitov Q2 a Q1 vygeneruje logickú nulu,

ktorá nastaví po£ítadlo do po£iato£ného stavu 5D = 101B. �iºe ako pri asynchrón-

nom po£ítadle smerom vpred, na zanedbate©ný moment bude po£ítadlo v hazarde,

ale nakoniec pristane v stabilnom po£iato£nom stave. V²imnime si pre kontrolu, ºe

prvý a posledný bit pamäte skuto£ne vyuºívajú funkciu set pre poºadovaný po£ia-

to£ný stav.
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Q1
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Q2
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Rint

R&Restart
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Obr. 12.12: Schéma zapojenia navrhovaného asynchrónneho po£ítadla vzad

12.2 Príklady

Úloha 1: Navrhnite asynchrónne po£ítadlo smerom vpred od 0 do 11 s krokom 1.

Zlú£te interný re²tart s externým re²tartom.

Úloha 2: Navrhnite asynchrónne po£ítadlo smerom vzad od 0 do 7 s krokom 1.

Zlú£te interný re²tart s externým re²tartom.

Úloha 3: Navrhnite asynchrónne po£ítadlo smerom vpred od 2 do 14 s krokom 1.

Zlú£te interný re²tart s externým re²tartom.

Úloha 4: Navrhnite asynchrónne po£ítadlo smerom vzad od 14 do 2 s krokom 1.

Zlú£te interný re²tart s externým re²tartom.
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Úloha 5: Navrhnite synchrónne po£ítadlo smerom vpred od 1 do 11 s krokom 1.

Pre v²etky bity pamäte pouºite preklápací obvod RS / JK / T / D.

Úloha 6: Navrhnite synchrónne po£ítadlo smerom vzad od 12 do 0 s krokom 1.

Pre v²etky bity pamäte pouºite preklápací obvod RS / JK / T / D.

Úloha 7: Navrhnite synchrónne po£ítadlo smerom vpred od 1 do 15 s krokom 2.

Pre v²etky bity pamäte pouºite preklápací obvod RS / JK / T / D.

Úloha 8: Navrhnite synchrónne po£ítadlo smerom vzad od 14 do 2 s krokom 2.

Pre v²etky bity pamäte pouºite preklápací obvod RS / JK / T / D.
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Záver

Veríme, ºe po pre£ítaní týchto skrípt a prepo£ítaní uvedených príkladov by ²tudenti

predmetu �Logické systémy� nemali ma´ najmen²ie problémy úspe²ne absolvova´

písomky po£as semestra a zárove¬ aj závere£nú skú²ku. Obsah predná²ok, ako

aj príklady v tejto zbierke boli koncipované na základe skúseností vyu£ujúcich z

vedecko-výskumnej praxe, ako aj z pedagogického procesu. Preto taktieº veríme, ºe

sa ²tudenti Fakulty elektrotechniky a informatiky, Slovenskej technickej univerzity

v Bratislave stretnú s problematikou podobnou alebo priamo nadväzujúcou na

obsah tohto predmetu, bez oh©adu na zameranie ich budúceho ²túdia.

V prípade nejasností, návrhov na zlep²enie, alebo ak si myslíte, ºe ste na²li

v rie²eniach príkladov chybu, ur£ite to neváhajte prediskutova´ so svojim cvi£iacim

alebo s predná²ajúcim pedagógom.
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